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KAPITEL |

Beschreibende Statistik

g Lernziele 1.1 Beschreibende Statistik

Die Studierenden kennen die Inhalte der Stochastik und der Statistik

Sie kénnen ein statistisches Experiment planen.

Sie kdnnen Lageparameter einer Stichprobe: Mittelwert, Standard-Abweichu

Median und Quartile.
Sie kénnen diskrete, metrische und qualtative Grossen unterscheiden.

Sie kénnen Datenséatze darstellen als Haufigkeitstabellen, Histogramme,
Kreisdiagramme oder Boxplot.

Sie kennen verschiedene kennen Moglichkeiten um in einer graphischen
Darstellung Besonderheiten hervorzuhaben.

G

1.1

Stochastik vs. Statistik

ﬂ)eﬁnition 1.1 Statistik

KAnalyse von Daten, die durch Zufall beeinflusst sind

ﬂ)eﬁnition 1.2 Stochastik

AN

Beschreibung und Untersuchung von Ereignissen, die vom Zufall beeinflusst
werden.
Wahrscheinlichkeitstheorie + Statistik

ﬁnfobox 1.1 Einsatzgebiete Stochastik

N

ng,

Technik, Physik
Meteorologie

Okonomie

N



/Infobox 1.2 Arbeitsweise Statistik

A) Formulierung Problem
B) Planung Experiment
C) Ausfiihrung Experiment

D) Beschreibung experimentelle Daten

\E) Schluss von Stichprobe auf Grundgesamtheit

/ Definition 1.3 Mittelwert 7, Standard-Abweichung s

Stichprobenumfang: n

.

.

Definition 1.4 Grundgesamtheit, Stichprobe

¢ Grundgesamtheit: Menge der Elemente, die untersucht werden soll (u, o)

¢ Stichprobe: Teilmenge der Grundgesamtheit, die untersucht wird (z, s)

Beispiel 1.1 Beispiel Neonrohren

5R3XXH

Lésung:

A) Formulierung Problem:

B) Planung Experiment:

11 Rohren.
C) Ausfiihrung Experiment: siehe oben

D) Beschreibung experimentelle Daten:

E) Schluss von Stichprobe auf Grundgesamtheit:
Durchschnittliche Lebensdauer 61 Monate

Ty

. e o oo ocme . .
1 Ty X3 4T3 TTT9  Tio r11

Ausreisser
|

Wie gross ist die Lebensdauer der Neonrohren, die an FHNW verwendet werden?

Wie gross ist Lebensdauer der Neonréhren, die an FHNW verwendet werden?

Test einer Rohre gentigt nicht. Alle kénnen nicht getestet werden. Wir testen

Lageparameter: Durchschnitt und Standardabweichung 7 = 61 + 25.25

Daten kénnen verbessert werden, wenn wir Stichprobe vergrossern.




/ Infobox 1.3 Quantitative Grossen, qualitative Grossen \

Quantitative Merkmale unterteilt in diskrete und metrische

¢ diskrete Merkmale werden meistens von mehreren Merkmalstragern an-
genommen

¢ bei diskreten Merkmalen ist es sinnvoll zu zahlen wie of eine Merkmals-
Ausprigung angenommen wird

* bei metrischen Grossen gibt es zu fast jedem Merkmalstrager eine, von
anderen verschiedene Merkmal-Auspragung (sogar bei grossen Stichpro-
ben)

Fir qualitative Grossen ist die Ordnung meist willktirlich: rot>griin; Zurich<

Z A
\ ug < Aarau /

Beispiel 1.2 Metrische (stetige) Grossen (m), diskrete Grossen (d), qualita- )
tive Merkmale H3ITET

A\

Ordnen sie zu:

a) Windgeschwindigkeit auf dem Arbeitsweg

b) Sonnenschein-Dauer am letzten Tag im Monat

¢) Anzahl Regentage im April

d) Luftdruck wiahrend 24 Stunden

e) Stau-Stunden am Gotthard

f) Anzahl Lastwagen durch Belchentunnnel pro Stunde
g) Zivilstand der Studierenden in Klasse

h) steuerbares Einkommen der Studierenden in Klasse

i) abgeschlossene Diplome der Studierenden in Klasse

Lésung:

a) Windgeschwindigkeit (m)

b) Sonnenschein-Dauer am letzten Tag im Monat (m)
¢) Anzahl Regentage im April (d)

d) Luftdruck (m)

e) Stau-Stunden am Gotthard (m)

f) Anzahl Lastwagen durch Belchentunnnel (d/m)

g) Zivilstand (q)

h) steuerbares Einkommen (m)

i) abgeschlossene Diplome (q)




(Infobox 1.4 Graphische Darstellung

e Haufigkeitstabellen (Tabelle, m/d)
¢ Histogramme (Plot, m/d)

* Kreisdiagramme (q)

P/ N B

(Infobox 1.5 Hiufigkeitstabellen

* Anzahl Klassen (Richtwert) k ~ \/n

¢ Klassenbreite d ~ w

AN

¢ Intervalle [a;, a;+1[ (Daten auf Grenzen konsistent zu rechten Klasse gezahlt)

-
Beispiel 1.3 Haufigkeitsverteilungen C5EMXI

i o0|1]2]83
hi 4838|104
Visualisieren Sie die Anzahl Betriebsstéorungen an Baumaschinen. Lésung:

Beispiel 1.4 Zugfestigkeit Walzdraht SLZQZI |

a) Erstellen Sie eine Haufigkeitstabelle und ein Histogramm zu den Daten der
Zugfestigkeit (Skirpt Steiner, S. 6)

Lésung:

1.2 Lageparameter

/Deﬁnition 1.5 Median 7, Quartile ()25 (.75, Ausreissergrenzen A, e, \

(np1 n ungerade

2

1/2-

T =

T(n) + T(nip)| n gerade

® Oberhalb von Qg.75, liegt 1/4 der Messungen, unterhalb von Q25 liegt 1/4
der Messungen

* Ausreissergrenzen Aunten = Qo.25 — 1.5 - dg und Agpen = Qo.7s + 1.5 - dg

® Quartilsweite: dp = —
\_ Q o = Qo5 — Qo.25 Y,




/ Infobox 1.6 Lageparameter (praktisch) \

Liste der Lange n
® Ordne die Liste und berechne den Median
e Teile die Werte in zwei Listen auf

- n ungerade: Der Median wird aus beiden Listen ausgeschlossen.

- n gerade: Teile die Liste in exakt gleich lange Listen auf

\ * (Jo.o5 ist der Median der ersten Liste, (Qy.75 ist der Median der zweiten Liste )

f Beispiel 1.5 Median/Quartile/Ausreisser B41441

(5.9 45 54 51 35 29 23 47 2.7)

Berechnen Sie die Lageparameter
Lésung:
Ordnen:

(23 2.7 29 35 45 47 51 54 5.9)

Mittelwert: 7 = 4.1

Median: & = 4.5

Quartile: Qo5 = 222 = 2.8 und Qp.75 = 2124 =525

Aussreissergrenzen: Aunten = Qo.25 — 1.5-dg = —0.875 und Agpen = Qo.75 +1.5-dg =
8.925, d.h. es gibt keine Ausreisser

Beispiel 1.6 Median/Quartile/Ausreisser UHC9IV )

53 3.8 40 195 50 49 22 41 3.1 55
Berechnen Sie die Lageparameter L&sung:

Ordnen:

22 3.1 38 40 4.1 49 50 53 55 195

Mittelwert: T = 5.74

Median: Z = (4.1 +4.9) = 4.5

Quartile: Qp25 = 3.8 und Qp.75 = 5.3

Aussreissergrenzen: Aypten = Qo.25 —1.5-dg = 1.55 und Agpen = Qo.75+1.5-dg = 7.55
= 19.5 ist Ausreisser

Erstelle Box- und Whiskperplot

Ohne Ausreisser (Mittelwert/Median):

Mittelwert: T = 4.2

Median: # = (4.1+4.9) = 4.1

ﬁnfobox 1.7 Mittelwert vs. Median

&Median ist stabiler gegentiber Ausreissern als Mittelwert

N




/ Definition 1.6 Alternative Lageparameter \

¢ Arithmetisches Mittel

. 1
Tr=— T;
n =1
¢ Harmonisches Mittel
1 1 1
Th T n €;

* Geometrisches Mittel

n 1/n
Ty = (21 22 ... 7)Y/ = (H:m)

i=1

o %

Beispiel 1.7 Mittlere Geschwindigkeit VS1PBS |

Strecke [km] 20 | 20 |20
Geschwindigkeit [km/h] 40 | 120 | 80

Lésung:
5o i Si_ Xi i
n n s;
vy = 65.45 km/h
Beispiel 1.8 Mittlere Verzinsung W3LJRG

Jahr 1| 2 | 3
Zins % 8.5 ‘ 12.2 | -4.5 ‘
Wenn jedes Jahr der selbe Zins gelten wiirde, wie gross musste dieser sein,
damit am Schluss das selbe Kapital entsteht, wie bei der welchselnden Verzin-
sung? Lésung:

K:Ko'(1+T1)'(1+T2)-(1+T3)
Ty = 5.15 %

1.3 Das Summenzeichen

Das Summenzeichen ) erspart uns viel Schreibarbeit. Wir benutzen dazu das ¥
(Sigma) aus dem griechischen Alphabet, weil der Buchstaben gleich klingt wie das
‘S’ im Wort Summe.



/ Definition 1.7 Summenzeichen, Bezeichnungen \

18
>
i=1

* g: Summationsvariable

i: Laufindex. Sie nimmt hier die Werte von 1 bis 18 in aufsteigender Folge
an

* ] : untere Grenze

.

Die Wahl der Bezeichnung des Laufindex ist nicht von Bedeutung. Gewoéhnlich wer-
den hierfiir 4, k oder j verwendet.

18 : obere Grenze /

( Beispiel 1.9 Summenzeichen

Schreiben Sie die Summe mit dem Summenzeichen

a)

V=14+24+34+4+5+ ... +10+11+12
b)

W =49 142 4+ 43 + . 4410 4 411 4 415
c)

X=T4+7T4+7T4+7+7

d)

S=24+44+6+8+10+ ... +32+34+36
€)

P=145+24+104+3+15+ ... +8+40
Lésung:
a) 12

V:Zi
=1

b)

15
W = Z 4
=0

c) Es sind 5 Summanden. Es lohnt sich zu merken, dass die obere Grenze die
Anzahl der Summanden angibt, falls die untere Grenze i = 1 ist.

d) Jeder Summand ist hier durch 2 teilbar. Wir schreiben also

S=2-14+2-2+2-34 ... +2-18




Wir kénnen also schreiben S = /%, 2-i Da die 2 immer auftaucht, ist es eine
Konstante in der Summe. Wir klammern sie aus

S=2-(14+24+3+ ... +18)
dh §=2-218

e) Wir gruppieren die Summanden. Wir sehen, dass in den Gruppen jeweils die
zweiten Summanden Vielfache von 5 sind:

P=1+5-1+24+5-2+34+5-3+ ... +845-8
Wir konnen also schreiben

8
P= Zz+5

=1

Wir konnen die Summer aber auch umordnen:
P=1+2+3...8 +5-14+5-2+5-3+...+5-8

also

8 8
P=> i+ 5-i

1=1 =1

/Infobox 1.8 Gesetzte fiir das Summenzeichen \

¢ Ausklammern (Multiplikation mit einer Konstanten):

Ecaz—c E a;

i=1

* Umordnen (Zerlegen in Teilsummen):

n

> (@i +b) Zaz+2b

=1

Achtung: Aus der Summe darf nur ausgeklammert werden, was nicht vom

\Lauﬁndex abhangt. J
Beispiel 1.10 Schreiben Sie die Summen aus W315NQ )
a) 37 0) Yisoli+1)° &) Dio(—i)

b) Xs(2—1) d) 355(10 - 3) DXl
Lésung:

a) 14+8+427+64+125

b) 0-1-2-3-4-5

10




c) 1+4+9+16+25

d)
17 15 13
5 T8+ HT+ 5 +6
€) 4 — 27 + 256 — 3125 + 46656
)

(NEE . S
32537

! Beispiel 1.11 Ermitteln Sie die Grenzen N3J50P )
a)
E:l_l+1+1+ L L
i 3 4 5 7710
b)
2k_1+2+4+ | 4096
3 3 3 3 7 3
c) A
D (-1) i =(-9)+16 25+ ... +324
d)
D (457 —j)=14433+60+96+ ... + 1580
Lésung:
a) c)
10 1 18
> 7 > (-1
=3 L =3
b) d)
12 20
2 .
2 > (457 =)
N k=0 Jj=2

11



/Satz 1.1 Summen Zusammenstellung \

e Summe der Einsen

n
len
i=1

e Summe der Indices

3

n-(n+1)

* Summe von Quadraten

e Summe von Kuben

¢ Exponentialsumme
+1

Zrk 11—7"
—-T
N J

Falls die obere Grenze gegen oo geht, sprechen wir von Reihen. Summen der

Form Y " i sind dann algebraische Reihen und Summen der Form Y }_,r* sind
dann geometrische Reihen. Ihre Konvergenz wird in der Analysis besprochen.
Beispiel 1.12 Rechenregeln fiir Summen R4K83X |
a) .1 4i -5 b) 38
i=1 k0 T
Lésung:
a)
15 15
15-1
> 4i-5 = 4 Zz— 21_4 ik 6—5 15 = 405
i=1
b)
8 ak 8 9
3 1 p_ 1 1-3 1
DT = =g Ty = 9841 =2460,25
k=0 k=0
Beispiel 1.13 Rechenregeln fiir Summen R7B3FX
a) 3,2, (3i) o 2 -5
b) Y9 20! d) Y (3i-1)- (3i+ 1)
Lésung:

12



a)

10 10

10-11-21
3i)? = 9. 2 =9— = — 3465
> (3i) > o

i=1 i=1

b)
9 9 1 210
i+1 i N —
> 2 222 =2 5 = 2046
=0 =0
c)
15 15 15
S#es = Y #osd
=1 =1 =1
15-16-31
= —— —5-15=1165
6
d)
11 11
dBi-1)-Bi+1) = > 9% +3i—3i—1
=1 i=1
11 11
= 93y
=1 =1
I L TP
6
Beispiel 1.14 Indexverschiebung 2ZXHEU
10
> (-1
=6
Lésung:

Um die Rechengesetzte anwenden zu kénnen, fihren wir eine Indexverschie-
bung durch. Das Ziel ist, dass die untere Grenze zu 1 wird. Also

1=6=_k +5

Es ergibt sich das ‘Ubersetzungschema’

1 = k+5
oderauch: k£ = ¢-5
Wir ersetzen damit alle
10-5 5
S ((k+5)—1)=> (k+4) =35
k=1 k=1

13




Beispiel 1.15 Indexverschiebung VUMPOV |

Bestimmen Sie die Werte der Platzhalter [J

a) Y6 +4) =0, 0) d) 31025 — 10i + %) = Y (O)

b) % ,(3— i) = S0, (D) ) Y1013 =Y 1,(0)

) Y2, (2 +2i) = Y1 (0) D>, (1+1) =ZEa0O)
Lésung:

a) Wirfinden4=¢:=_ k +3alsoi=k+3undk=17-3
=1

10

7
Zz—|—4 :Zz—l—l

1=4 k=1

b) Wirfinden2=¢:= k +lalsoi=k+1lundk=7-1
=1

||
7~
—

[\

|

8 7
dB-i)=) (8- (k+1))
=2 k=1

k=1

c) Wirfinden20=¢=_%k +3alsoi=k+3undk=17-3
=17

20 17 17
D (P 42i0) =) ((k+3)%+2(k+3) > _(k*+ 8k + 15)
=5 k=2 k=2

d) Wirfinden6=i=_k +5alsoi=k+5undk=171-5
=1

10

5
> (25 -10i+*) => (25 —-10- (k+5) + (k+5)*) =
1=6 k=1

k‘2

B
Il o
—

e) Wirfinden6=j=_k +6alsoj=k+6undk=7;—-6
=0

4 4 799
k—l—ﬁ
=> (5 0 ZT

k=0 k=0

-

X

f) Wirfinden80=j=_%k +2alsoj=k+2und k=j—2

14




Beispiel 1.16 Rechenregeln + Indexverschiebung fiir Summen

2W2RMM |

Benutzen Sie die Regeln unten um die Summen zu berechnen.

a) 32,5+ 3i d) 1201+ (i +3)?

b) 37,50 — 5i €) Y, 83710

) YO, Ho f) 35 o(=5)
Lésung:

a)

15 16
Y543 = Y 5+43-(i—1)
=0 11:61 "
= > 243> i
=1 =1

16 -1
= 2-16+3- 6 7:440
b)
9 9 9
> 50-5i = 50 450 1-5-0-5-) i
1=0 i=0 =1 =0 =1
9-10
= 50+50-9—5-T:275
c)
10 10
(Z+1) 1 .2
I Lo
1=5 =5
1 10 4 10 4
_ 2 .9
= 2-{' () Zl —+—4 Z—Z’L}
=1 =1 =1 =1
1 0-11-21 4-5-9 10-11 4-5
= . _ _ —9
2 { 6 6 + 2 2 } 00
d)

1+ (i43)? = Zl+ (i +2) Zz +4i+5
13
= 24 4- ZZ-H')ZI

13 14 - 27 13- 14
= 76 +4'

15

+5-13 =1248




€)

7 J—
(=5)- Y (=5)" = (-5)- o) 325520

16




KAPITEL 3

Kombinatorik

[ Lernziele 3.1 Kombinatorik

¢ Die Studierenden Kennen die Grundexperimente der Kombinatorik

i) Kombination ohne Wiederholung
ii) Kombination mit Wiederholung
iii) Variation ohne Wiederholung
iv) Variation mit Wiederholung

¢ Sie kénnen in Textaufgaben die Grundexperimente wiedererkennen und
die Anzahl Moéglichkeiten berechnen.

¢ Sje kennen die Fakultat n! und den Binomialkoeffizienten <n> und kdénnen

k
algebraische Umformungen mit diesen Ausdriicken vornehmen.

e Mit Hilfe von Ereignisbdumen kénnen die Studierenden die Anzahl Mog-
lichkeiten in Fallen berechnen die keinem Grundexperiment entspricht.

- N

Beispiel 3.1 Bingo 18X2JW

Wir haben eine Schachtel mit den Karten, die die Zahlen 1-9 tragen. Daraus
ziehen wir eine Karte, notieren die gezogene Zahl, legen die Karte zurtick in die
Schachten und ziehen erneut eine Karte. Auf wie viele Arten kann man eine
Summe von 8 erhalten?

Lésung:

1. Karte
2. Karte

SN
o N
o w
IS
w o
N o
N

Beispiel 3.2 Bingo GSGQ9F

Aus der Schachtel mit den Karten, die die Zahlen 1-9 tragen, ziehen wir eine
Karte und dann eine zweite Karte. Auf wie viele Arten kann man eine Summe
von 8 erhalten?

17



Lésung:

1. Karte

1 2 3 b5 7
2.Karte 7 6 5 3 1

6
2

Die beiden Beispiele zeigen, was mir unter ‘mit Zurticklegen’ und ‘ohne Zurtickle-
gen’ meinen: Beim ersten Versuch, kann die 4 zweimal verwendet werden, wahrend
das zweite Experiment, die Wiederverwendung von der 4 ausschlieft.

Beispiel 3.3 Sandwich W6PSCP

Wir machen Sie ein Sandwich aus einer von drei Brotsorten und einer von 4
Kasesorten, mit oder ohne Gurken. Wie viele verschiedene Arten von Sandwich
kénnen gemacht werden?

Lésung:

Mit jeder Brotsorte kénnen wir 4 Sandwiches belegen. So ergeben sich 12 méog-
liche Sandwiches. Diese sind ohne Gurke; wenn wir Sandwiches mit oder ohne
Gurken wollen, dann haben wir 24 moégliche Sandwiches. Das heif3t, es gibt
3 x 4 x 2 =24 mogliche Sandwiches.

G J

Ereignisbaum

1 . Teilversuch K Z

2. Teilversuch K Z K Z
/7 \ / N\ /7 \ / N\

3. Teilversuch K Z K Z K Z K Z

/NN NN /NN NN
4.Telvesuch K Z K Z K 2 K Z K Z K Z K Z K Z

(Satz 3.1 Produktregel

Besteht ein zusammengesetzter Versuch aus m unabhangigen Teilversuchen

mit jeweils [n1, no, ng, ng, ..., n, Ausfallsmoglichkeiten, dann besitzt der Versuch
ny-na ... - n, Ausfille.
Beispiel 3.4 Dreistellige gerade Zahlen 5@DH2E

Wie viele dreistellige gerade Zahlen gibt es? Zugelassen sind die Ziffern 0-9.
Ausgeschlossen sind Zahlen die mit der Ziffer O beginnen.
Lésung:

Die erste Ziffer kann nicht Null sein, da die Zahl dreistellig sein muss - Es gibt
also 9 Moglichkeiten, die Hunderterstelle zu belegen. Es gibt keine Bedingung
daftir, was die Zehnerstelle sein soll, also haben wir dort 10 Méglichkeiten. Um
eine gerade Zahl erhalten muss die Zahl mit O, 2, 4, 6 oder 8 enden. Wir haben
also

9-10-5=450

dreistellige gerade Zahlen.

Beispiel 3.5 Dreistellige Zahlen: Variation HATS9D |

18



Wieviele Zahlen mit den Ziffern 1 bis 9 gibt es? Beispiele:
(1, 1, 1), (1, 2, 3), (9, 1, 1)
a) Geben Sie zwei weitere Zahlen an.

b) Erfinden sie ein Verfahren an, das mit Sicherheit alle Variationen erzeugt.

c) Zahlen Sie nun alle Variationen.
Lésung:

a) Geben Sie zwei weitere Zahlen an.

(2,2,2), (3,2,1), (1,1,9)

b) Wir gehen die Moglichkeiten systematisch durch, wie bei einem Zahlenschloss:
Wir stellen die erste Ziffer auf 1, die zweite auf 1 und ‘drehen am hintersten
Radchen’ alle Moglichkeiten von 1 bis 9; Nun stellen wir die zweite Ziffer auf
2 und ‘drehen am hintersten Radchen’ alle Moglichkeiten von 1 bis 9; etc.

c) Zahlen Sie nun alle Variationen.

V(9;3)=9-9-9=9%=1729

Fachterm: Variation 3-ter Ordnung mit Zurticklegen.

-

Permutationen

Beispiel 3.6 Biicherregal 3XG629

Sie haben 5 Bticher, die Sie in ein Regal stellen wollen: Mathematik (M), Physik
(P), Englisch (E), Biologie (B) und Geschichte (G). Auf wie viele verschiedene
Arten kénnen Sie dies tun?
Gehen Sie systematisch vor: Nummerieren Sie die Positionen, auf die die Bticher
platzieren werden kénnen

0 I O R O

1 2 3 4 5

Belegen Sie die Positionen in dieser Reihenfolge. Wieviele Moglichkeiten gibt es
fur die erste Position? Fur die zweite? etc.

Lésung:
Wir besetzen zuerst die erste Position
G
[ O O I O A
1 2 3 4 5
dann die zweite
G P
[ I R O B B R
1 2 3 4 5

19




die dritte

)-U

und die vierte

G P M B
[ I R B
1 2 3 4 5

und schliesslich die letzte
G P M B E

U u u o g
1 2 3 45

Wir sehen z.B. wenn bereits drei Buicher im Regal stehen, gibt es zwei Btlicher
fiir die vierte Position und nur eine Moéglichkeit, das flinfte Buch zu platzieren.
Also ist die Anzahl der Méglichkeiten alle 5 Buicher zu platzieren

5-4-3-2-1=120=05!

Beispiel 3.7 Fakultit DUD65E |

Wir werden immer wieder Ausdriicken begegen, wo nacheinanderfolgende ganze
Zahlen miteinander multipliziert werden

5l=5-4-3-2-1
a) Berechnen Sie 4!, 5!, 9!

b) Benutzen Sie die Fakultat um folgende Produkte auszurechnen

)9-8:7-6-5
ii) 11-10-9-8
iii) 8-7-6-5-4

c) Was konnte 0! bedeuten?
d) Wie geben Sie allgemein das folgende Produkt mit Faktultaten an
n-(n—1)-(mn—-2)...(n—k)

wobei k <nund n,k €N
Lésung:

a) Wir erhalten 24, 120 und 362880.
b) Benutzen Sie die Fakultat um folgende Produkte auszurechnen
i) % = 15120
ii) ! =7920
iii) & = 6720

c) 0! =1, das ist so definiert
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d) Wir schreiben |
n.

1) =2 K) =

Beispiel 3.8 Permutationen KUPTEG )

Wieviele Permutationen der Ziffern 1 bis 5 gibt es? Beispiele:
(1,2,3,4,5), (2,1,3,4,5), (5,4,3,2,1)
a) Geben Sie zwei weitere Permutationen an.

b) Erfinden Sie ein Verfahren an, das mit Sicherheit alle Permutationen erzeugt.

c¢) Zahlen Sie nun alle Permutationen

Lésung:

a) Weitere Permutationen, z.B.

(2,1,4,3,5), (2,1,3,5,4)

b) Wir betrachten die leere Liste (, , , , ) und plazieren darin die Ziffern 1,2, 3,4
und 5. Zuerst setzen wir die 1 auf den ersten Platz, dann die 2 auf einen der
leeren Pliatze, dann ... . Nun setzen wir die 1 auf den zweiten Platz, dann die
2 auf einen der leeren Platze, dann ... Dies gibt jedes Mal eine neue Permu-
tation. Und wir finden so alle méglichen Permutationen.

¢) Um die 1 zu plazieren haben wir 5 Moéglichkeiten; um die 2 zu plazieren,
haben wir 4 Moglichkeiten, etc. Moglichkeiten zahlen:

P(5)=5-4-3-2-1=5! =720

Beispiel 3.9 Kombination F1VF9G |

Wieviele flinfstellige Kombinationen der Ziffern 1 bis 9 gibt es? Beispiele:
(9,8,3,7,5), (2,1,3,9,8), (9,8,7,6,5)
a) Geben Sie zwei weitere Kombinationen an.

b) Erfinden Sie ein Verfahren an, das mit Sicherheit alle Kombinationen erzeugt.

c¢) Zahlen Sie nun alle Permutationen

Lésung:

a) Weitere Permutationen, z.B.

(1,2,3,4,5), (9,8,3,1,2)

21




b) Wir betrachten die Ziffern 1 bis 9. In der Liste benennen wir zunichst die
Platze: (A, B,C, D, E). Nun ordnen wir die Platze den 9 Ziffern zu: Zuerst set-
zen wir die A auf die Ziffer 1, dann die B auf einen der leeren Platze, dann ...
. Nun setzen wir die A auf die Ziffer 2, dann die B auf einen der leeren Platze,
dann ... Dies gibt jedes Mal eine neue Kombinationen. Und wir finden so alle
moglichen Permutationen.

c¢) Um die A zu plazieren haben wir 9 Mdéglichkeiten; um die B zu plazieren,
haben wir 8 Moéglichkeiten, etc. Moglichkeiten zahlen:

!
9-8-7~6-5:%:15120
4!
Beispiel 3.10 Anzahl mégliche vierstelligen Zahlen? AS8T7BK

Wieviele vierstellige Zahlen mit den Ziffern 1 bis 9 gibt es? Jede Ziffer soll nur
ein Mal verwenden. (Ziffern 1 bis 9: keine Probleme mit ftthrenden 0)

Lésung:
V(9;4 9! 7-8-9-8=4032
(9;4) = CEvyin .8.9.8 =
Variation 3-ter Ordnung ohne Zurticklegen.
Beispiel 3.11 Pferdetoto 2KWVHJ

Wir schauen uns ein Pferderennen an mit 10 Pferden. Wieviele Moglichkeiten
gibt es fur den Zieleinlauf der ersten 3 Pferde? L&ésung:

10!

V(10;3) = ——= =720
(10;3) (10 — 3)!
Variation 3-ter Ordnung ohne Wiederholungen.
Kombination
/ Definition 3.1 Kombination \

Eine Kombination ist eine Auswahl von Objekten. Die Auswahl besteht aus
einer festen Anzahl von Objekten, die Reihenfolge der Objekte in der Zielmenge
spielt keine Rolle.

Beispiel 3.12 Permutation vs. Kombination BGFEH1 )

ABC ABD ACB ACD
ADB ADC BAC BAD
BCA BCD BDA BDC
CAB CAD CBA CBD
CDA CDB DAB DAC
DBA DBC DCA DCB

Hier sind die 24 Permutationen der Lange 3 der Buchstaben ABCD. Wie viele
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Kombinationen gibt es? Fur die Kombination spielt die Reihenfolge keine Rolle,

wir haben z.B.
ABC = CBA

Gehen Sie wie folgt vor:

a) Berechnen Sie zunachst die Anzahl Moglichkeiten aus den Symbolen ABCD
3 Symbole auszuwihlen (mit Berticksichtigung der Reihenfolge bei der Wahl).

b) Wir haben nun 3 Symbole gewahlt, z.B. ABC. Wieviele Moglichkeiten gibt es,
diese anzuordnen?

c) Wie kénnen Sie die Zahlen oben benutzen, um die Anzahl Kombinationen zu
berechnen?

d) Identifizieren Sie in der Liste oben die dquivalenten Eintrage und zahlen Sie
die moglichen Kombinationen.

Lésung:

a) Es gibt 4 - 3 - 2 = 24 Moglichkeiten fiir die Wahl von Symbolen
b) Es gibt 3 -2 -1 = 6 Moglichkeiten die 3 Symbole anzuordnen.

¢) Wir Zahlen zunachst, als wiirde die Reihenfolge eine Rolle spielen, dann teilen
wir durch die Anzahl der méglichen Anordnungen.

N_%_‘f:i 41
6 30 1.3

d) Viele Eintrage sind gleich. Indem wir die Eintrage alphabetisch ordnen, fin-
den wir dass es nur 4 Kombinationen gibt

ABC ABD ACD BCD

J

ﬂ)eﬁnition 3.2 Binomialkoeffizient

Fiarn > kund n,k € Nist
ny n!
k) k- (n—k)

Beispiel 3.13 Projektteam AVYE9M

S
Aus einer Klasse mit 12 Studierenden soll ein Projektteam mit 5 Mitgliedern
zusammengestellt werden.

a) Im Team gibt es 5 Funktionen (A: Chefln, B: Unterchefln, C: Kassier, D: Pro-
tokollfihrerIn, E: AngestellteR). Wieviele mogliche Teams gibt es.

b) Wir haben die 5 Personen ausgewidhlt. Wie viele Moglichkeiten gibt es die
Funktionen diesen Personen zuzuordnen?

¢) Wir haben ein Team ohne Funktionen (jedeR ist gleichgestellt). Wieviele mog-
liche Teams gibt es jetzt? Benutzen Sie die Zahlen von oben.

d) Wie unterscheidet sich die letzte Unter-Aufgabe von den vorigen?
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e) Versuchen Sie Ihre Resultate zu Verallgemeinern: Wieviele Méglichkeiten gibt
es, aus n Personen ein Projektteam zusammenzustellen mit & Mitgliedern, die
keine definierte Funktion haben?

Lésung:
a) Anzahl 325 = 95040
b) Anzahl Méglichkeiten Funktionen zuzuordnen: 5! = 120

c) Wir rechnen zunachst, als ob die Funktionen unterscheidbar waren und tei-
len durch die Anzahl Méglichkeiten, die dabei zu viel waren

95040
N=——=1792
120 7

also N = fracl2!(12 — 5)! - 5!
d) Die Reihenfolge im Team spielt keine Rolle.

e) Wahle k Personen aus einer Gruppe von n ohne Berticksichtigung der Rei-
henfolge: n!/(n— k)! ist Anzahl der Moglichkeit mit beachtung der Reihenfolge

und also
ny n!
k) k! (n—k)!

ist die Anzahl ohne Berucksichtigung der Reihenfolge.

/ Satz 3.2 Kombination ohne Zuriicklegen \

Wir wollen aus einer Menge mit n Elementen k£ auswahlen. In der Stichprobe
gibt es keine Reihenfolge. Dann gibt es N Moglichkeiten

Beispiel 3.14 Anzahl moégliche Schaltungen G3U4RB

Wir wollen 5 verschiedene Widerstiande R, ..., Rs in die folgende Schaltung
einbauen. Jeder Widerstand kann nur ein Mal verwenden werden. Wieviel Mog-
lichkeiten gibt es flir die Schaltung? Lésung:

Wir belegen die Platze nacheinander mit einem Widerstand:
N =5-4-3

Viele der Konfigurationen, die so entstehen, sind gleich. Deshalb teilen wir
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durch die Anzahl Moéglichkeiten drei Widerstande auf drei Platze zu verteilen:

N
3-2-1

5 5!

Kombination 3-ter Ordnung ohne Zurticklegen.

N = =10

Oder mit der Formel

<
Beispiel 3.15 Anzahl mégliche ungeordneter Stichproben einer Lieferung
von Batterien? 5AIURL

Gelieferte Batterien (unterscheibar): 100, Stichprobe: 10; Position in der Stich-
probe spielt keine Rolle.

Lésung:

100!
C(100; 10) = (10‘)) 00

10 ) = 1ot 901 = 17310 309 456 440

Kombination 10-ter Ordnung ohne Zurticklegen.

Beispiel 3.16 Apfel verteilen RCSSBS

Wir wollen 8 Apfel an 4 Kinder (Adam, Bert, Caroline und Dan). Die Apfel be-
trachten wir als ununterscheibar. Ein Kind kann auch mehrere (alle) Apfel er-
halten. Wie viel Méglichkeiten gibt es die Apfel zu verteilen?

a) Geben Sie zwei mogliche Verteilungen an, z.B. Adam 3, Bert O, Caroline 5
und Dan O

b) Geben Sie die Verteilungen graphisch an, z.B.

(000 | |00000| )
—~ I~~~
A B C D

¢) Wie kénnen Sie mit der oben eingeftihrten Codierung die Anzahl Verteilungen
zahlen?

d) Wie viele moégliche Verteilungen gibt es?

e) Verallgemeinern Sie Ihre Resultate auf k£ ununterscheidbare Apfel, die wir an
n Kinder verteilen, wobei jedes Kind mehrere Apfel erhalten kann.

Lésung:
a) Verteilung ii): Adam 1, Bert 2, Caroline 5, Dan O ; Verteilung iii): Adam 8, Bert

0, Caroline O und Dan O

b) Verteilung ii):

(_0 | 00 |00000| )
—~ = =~
A B C D




Verteilung iii):

(00000000 | | )
—— I~~~
A B C D

¢) Die Codierung fiihrt zu einem Strichcode, bestehend aus O und 1 (wenn wir
die | als 1 denken. Verteilung i):

(000/|00000|) — 00011000001

Verteilung ii):
(0]00[00000]) — 01001000001

Verteilung iii):
(00000000||[) — 00000000111

Er besteht aus 8 Nullen und 3 Seperatoren, also hat er 84 (4—1) = 11 Stellen.

d) Beim Abzahlen gehen wir wie folgt vor: Wir stellen die Sepratoren nacheinan-
der auf. Das gibt 11 - 10 - 9 Moglichkeiten. Den Rest flillen wir mir mit Nullen:
1 Moglichkeit. Es gibt also

_11-10-9

N = -1=1
3-2-1 65
Moglichkeiten.

e) Verallgemeinerung:

_ (n+kE-1)!  [(n+k-1
N‘(k)!-(n—m‘( k )

dabei ist n die Anzahl unterscheidbare Urnen (hier die Kinder), und % die
Anzahl der ununterscheibaren Objekte (hier die Apfel).

Beispiel 3.17 Anzahl mégliche Schaltungen P6DROM

5 verschiedene Widerstinde Ry,..., R5
Jeder Widerstand beliebig oft verwendbar. L&sung:

Hier sind die Widerstand (1,2,3,4,5) unterscheidbar, die Platze sind ununter-
scheidbar.

Eine Konfiguration entsteht, indem wir den 5 Widerstanden die 3 Platze zu-
ordnen, z.B. (000]||) bedeutet, dass wir alle drei Patze mit dem Widerstand 1
besetzen.

Wir setzen n = 5 und k = 3, also

513-1) _ 7
%@$:< 3 >:Mﬂ

Kombination 3-ter Ordnung mit Zurticklegen.
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ohne mit

Wiederholung Wiederholung
Kombination C(n;k) = (Z) Cw(n; k) = (n +I]: B 1) ungeordnete
k-ter Ord- Stichprobe
nung
Variation || V(n;k) = %% Vi(n; k) = n¥ geordnete
k-ter Ord- Stichprobe
nung

Ziehung Ziehung
ohne mit
Zuruicklegen Zuruicklegen

e Kombination ohne Wiederholung: £ ununterscheidbare Apfel an »n Kinder
verteilen, wobei jedes Kind nur einen Apfel erhalten kann (k < n); k-er Grup-
pen aus n Personen bilden; aus einer Menge von n Objekte eine ungeordnete
Stichprobe mit £ Objekten machen

e Kombination mit Wiederholung: © ununterscheidbare Apfel an n Kinder ver-
teilen, wobei jedes Kind mehrere Apfel erhalten kann

* Variation ohne Wiederholung: Aus n unterscheidbaren Biichern k aufstellen
(jedes Buch kann nur einmal aufgestellt werden, k& < n)

* Variation mit Wiederholung: Zahlenschloss, £ Rddchen mit den Zahlen 1 bis
n; Passwort der Lange k£ mit n méglichen Symbolen an jedem Platz.
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KAPTEL 4

Wahrscheinlichkeit

g Lernziele 4.1 Wahrscheinlichkeit b

¢ Die Studierenden kennen die Begriffe Zufallsexperiment, Stichproblenraum
und Ereignis

¢ Die Studierenden kdnnen Wahrscheinlichkeiten einfache Zufallsexperimen-
te berechnen

* Die Studierenden kénnen Wahrscheinlichkeiten fiir verknuipfte Zufallsex-
perimente berechnen

/Deﬁnition 4.1 Zufallsexperiment und Stichprobenraum \

Zufallsexperiment verstehen wir einen Vorgang,
¢ der gedanklich beliebig oft wiederholbar und

* dessen Ausgang innerhalb einer Menge moglicher Ergebnisse ungewiss
(zufallig) ist.

\Die Menge S der samtlichen Ausfallsmoglichkeiten heisst Stichprobenraum. J

[Steiner], 2015, S. 17]

( Definition 4.2 Ereignis \

Ereignis eine Teilmenge des Stichprobenraums S.
Alternativ: Ein Ereignis ist ein Resultat oder eine Menge von Resultaten eines
Zufallsexperiments.

[Steiner], 2015} S. 18]

Beispiel 4.1 Stichprobenraum MSUXG6L )

Bestimmen Sie fur folgende Zufallsexperimente den Stichprobenraum S und die
Anzahl Elemente in n(S5)

a) Wir werfen eine Munze zwei Mal (geordnete Stichproben).
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b) Wir werfen eine Miinze zwei Mal (ungeordnete Stichproben).
c) Wir werfen einen Wirfel zwei Mal (geordnete Stichproben).

d) Wir werfen einen Wirfel zwei Mal (ungeordnete Stichproben).

Lésung:

a) Wir werfen eine Muinze zwei Mal (geordnete Stichproben).
S={KK,KZ,ZK,Z2Z}, n(S)=4

b) Wir werfen eine Muinze zwei Mal (ungeordnete Stichproben).

S={KK,KZ 2ZZ}, n(S)=3

¢) Wir werfen einen Wurfel zwei Mal (geordnete Stichproben).

{(171)7 (172)7 (173)’ (174)7 (175)7 (176)7
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
S_ (371)7 (37 2)7 (37 3)7 (374)7 (375)7 (376)7
(41, (42), (43), (44), (45), (4,6),
(5,1), (5.2), (5,3), (5,4), (55), (5,6),
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}

und n(S) = 36

d) Wir werfen einen Wiirfel zwei Mal (ungeordnete Stichproben).

{(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(272)7 (273)’ (274)’ (275)7 (276)7
g (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),
B (474)7 (475)7 (476)7
(5,5), (5,6),
(6,6)}
und n(S) =21
( Beispiel 4.2 Stichprobenraum 1TIXNY

Bestimmen Sie fiir folgende Zufallsexperimente den Stichprobenraum S und die
Anzahl Elemente in n(.5)

a) Wir werfen einen Wurfel 5 Mal und zahlen die Anzahl Sechser.

b) Wir werfen eine Miinze 5 Mal und zahlen die Anzahl Kopfe.

Lésung:

a) Wir werfen einen Wirfel 5 Mal und zahlen die Anzahl Sechser.

5 =1{0,1,2,3,4,5}
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Anzahl Elemente 6.

b) Wir werfen eine Miinze 5 Mal und zahlen die Anzahl Kopfe.

5 =1{0,1,2,3,4,5}

Anzahl Elemente 6.

Beispiel 4.3 Zufillige Karte 2R1AN4

In den franzésichen Karten gibt es die Farben Kreuz (& K] , Pik [# K], Herz [V K]
und Karo [ K] (Trefle, Pique, Cceur, Carreau) z.B. mit den Werten

[#2], (3] ... [W10], [AJ], [AQ], [MEK], [MA]
Wir ziehen eine zufallige Karte. Geben Sie folgende Ereignisse explizit an:
a) Es wird ein Kénig gezogen.
b) Es wird eine Herz-Karte gezogen.

c) Es wird ein Jack oder eine bessere Karte gezogen.
Lésung:

a) K = {[VK][®K][®K][OK]}

b)
K = {[92],(93]...][910], [VJ], [VQ], [VK], [VA]}
c)
[©J], 0], [VK], [VA4],
P:{MJ], (AQ], [MK], [OAL}
(& J], [#Q], [hK], [dA]
[OJ], [0, [OK], [OA]
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/ Infobox 4.1 Verkniipfungen \

¢ U: Oder-Verkntipfung. AU B = C"
C enthalt alle Elemente die in A 5
liegen und zusatzlich die, die in B
liegen aber nicht in A.
A B
S
¢ N: Und-Verkiipfung. An B = C:
C enthalt nur Elemente die in A
und gleichzeitig die Bedingungen A B
fur B erfillen.
S
e A’ (oder auch A): Komplement. A’ _
enthalt alle Elemente, die nicht in A A
\_ A liegen. J
Satz 4.1 Morgansche Regeln
e AUB=ANB
e ANB=AUB
Beispiel 4.4 Ereignis W5BQ2P )

Wir wiirfeln mit einem Wirfel (Punkte 1 bis 6). Beschreiben Sie folgende Ereig-
nisse explizit:

a) A: Wir erhalten eine ungerade Zahl.
b) B: Wir erhalten Zahl Kleiner als 5.
c) AUB

d AnB

e) A

) B

Lésung:

a) A=1{1,3,5}
b) B ={1,2,3,4}
) AUB=1{1,2,3,4,5}
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d) ANB={1,3)

e) A ={2,4,6}
f) B'={5,6}
Beispiel 4.5 Mengen D7SI7B

Erklare mit Hilfe eines Venn-Diagrams folgende Gesetze der Mengenlehre

a) AUB=BUA d AuS=S

b) (A) = A e) AnA"={}

c) AnNS=A ) AuA =S
Lésung:

a) Beweis https://www.youtube.com/watch?v=6neDspDoR0U

b) Wir betrachten zuerst den inneren Ausdruck: A4’, d.h. alle Elemente, die nicht
in A sind. Wenn wir jetzt den dusseren Ausdruck ( )’ finden wollen, interes-
sieren wir uns also fur das, was in A liegt.

c) A geschnitten mit dem Stichprobenraum ist A.

d) A vereinigt mit dem Stichprobenraum ist S. Es kénnen in der Vereinigung
keine weiteren Elemente dazukommen, da es keine Elemente ausserhalb von
S gibt.

e) Ein Element kann nicht gleichzeigtig in A und ausserhalb von A liegen. Des-
halb ist die Schnittmenge von A und A’ die leere Menge {}.

) AuA' =S

Beispiel 4.6 Trinkverhalten E8TJSC

Im Rahmen einer Studie in Soziologie werden folgenden Merkmale unterschie-
den

¢ Geschlecht: f (G1),m (G5)

¢ Trinkverhalten: abstinent (X;), gelegentlicher Alkoholkonsum (K3), regel-
massiger Alkoholkonsum (K3)

e Zivilstand: ledig (M), verheiratet (Ms), geschieden (M3), verwitwet (M)

a) Gib den Stichprobenraum an
b) Gib folgende Ereignisse explizit an (Liste):

e A: die Person ist mannlich
® B : die Person trinkt

e (U : die Person ist unverheiratet
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https://www.youtube.com/watch?v=6neDspDoR0U

c) Beschreibe folgende Mengen in Worten

AUB, AnC, C', AnBNC, AnB

Lésung:

a)
S={GK;My; i€ {1,2},ie{1,2,3},ic{1,2,3,4},}

b) Gib folgende Ereignisse explizit an (Liste):

°* A= {GQK le}
* B={G;K:M;, G;K3M;}
o (= {GinMl, GinMg, GZKJM4}
c¢) AU B: Personen, die mannlich sind oder die trinken (eine der Bedingungen
muss mindestens zutreffen). ANC: Personen, die mannlich und unverheiratet
sind (beide der Bedingungen miissen zutreffen). C’: Verheiratete Personen.

AN BN C: Mannlich und trinkt und unverheiratet (alle drei Bedingungen
mussen zutreffen). A’ N B: Frauen, die trinken.

4.1 Wahrscheinlichkeitsberechnung

/1 Definition 4.3 Wahrscheinlichkeit (Laplace) \

Die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten eines Ereignisses E ist

mit

¢ F die Anzahl der giinstigen Ergebnisse

\_ ¢ n die Anzahl der méglichen Ergebnisse J

Wir unterscheiden die experimentelle Wahrscheinlichkeit und die theoretische
Wahrscheinlichkeit.

Beispiel 4.7 Kuboktaeder EIUWX9 W
| |
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Sie sehen abgebildet einen Kubokta-
eder und sein Netz.

a) Nummerieren und zahlen Sie die
Seiten des Kuboktaeders. Tipp: Zu-
erst Vierecke nummerieren, dann
fortlaufend die Dreiecke.

b) Sie sollen 10 CHF setzen, auf Qua-
drate oder auf Dreieck. Bei einem
richtigen Tipp wird ihr Einsatz ver-
doppelt. Was tippen Sie?

c) Werfen Sie den Kuboktaeder 10 Mal.
Wie viel mal erhalten Sie oben ein
Quadrate?

d) Wiederholen Sie das Experiment
100 Mal. Notieren sie bei jedem
10er Schritt wie viele Quadrate Sie
insgesamt erhalten haben.

e) Berechnen sie die Wahrscheinlich-
keit ein Quadrate zu wurfeln. Ist die
Wahrscheinlichkeit nach 10 Wirfen
gleich wie nach 100 Wirfen? Wel-
che Zahlen wiirden Sie bei 100 000
Wiirfen erwarten?

Lésung:

a) Wir erhalten 1-6 fiir die Quadrate, und 7-14 fiir die Dreieck.

b) Alle Antworten korrekt. Eine Moglichkeit ware: “Dreiecke hat es 8, also tippe
ich auf die Dreiecke.”

c¢) Wir erhalten Zahlen zwischen 1 bis 10.
d) Siehe Tabelle unten.

e) Die Wahrscheinlichkeit konvergiert, wenn wir oft Wiirfeln. Wir wiirden etwas
erwarten im Bereich 0.73 +]0.73 — 0.82]| = 0.73 £ |0.11]

Anz. Wurfe k& 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Total Anz. 0 7 14 26 34 37 44 47 53 74 73
P(O) 0.7 0.7 087 0.8 0.74 0.73 0.67 0.66 0.82 0.73
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Beispiel 4.8 Oktaeder S3HRYC

Wir werfen einen Oktoeder, mit 8 gleichen Seiten. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeit fir folgende Ereignisse

a) Wir wuiirfeln eine gerade Zahl

b) Wir wiirfeln ein Vielfaches von 3
c) Wir wurfeln ein Vielfaches von 4
d) Wir wiirfeln kein Vielfaches von 4
e) Wir wirfeln weniger als 4

f) Wir wirfeln eine 9
Lésung:

a) P(gerade) =5/10 =1/2
b) P(vielf.) =2/8=1/4
c) P(vielf.) =2/8=1/4

(
(
(
d) P(n.vielf.) = 6/8 = 3/4
e) P(X <4)=3/8
B

X=9)=0/8

S
Beispiel 4.9 Miinze werfen DU9UUW

Wir werfen eine Miinze drei Mal und notieren ungeordnet die Ergebnisse.

a) Geben Sie den Stichprobenraum an.

b) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Mal Kopf geworfen wird (A)?
¢) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Mal Zahl geworfen wird (B)?

d) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Mal Kopf geworfen wird

(@)Y

e) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Mal Zahl geworfen wird
(D)?
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Lésung:
Die Aufgaben kénnen entweder durch Auszihlen im Stichprobenraum oder mit
den Gesetzen fur die Wahrscheinlichkeit berechnet werden.

a) S = {KKK,KKZ, K77, Z7Z7}

b) P(A4) =1
¢) P(B) =}
d P(C) =%
e) P(D) =2
Beispiel 4.10 Miinze werfen 6QW1XT

Wir werfen eine Miinze drei Mal und notieren geordnet die Ergebnisse.

a) Geben Sie den Stichprobenraum an.

b) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Mal Kopf geworfen wird (A)?
¢) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Mal Zahl geworfen wird (B)?

d) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Mal Kopf geworfen wird
)?

e) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Mal Zahl geworfen wird
(D)?

Lésung:
Die Aufgaben kénnen entweder durch Auszihlen im Stichprobenraum oder mit
den Gesetzen fiir die Wahrscheinlichkeit berechnet werden.

a) S = {KKK, KKZ, KZK, KZZ, ZKK, ZKZ, 727K, ZZZ7}

b) P(4) =3
c) P(B)=3
d) P(C)=1{
€) P(D) =]
Beispiel 4.11 ‘STATISTIK’ 91PBAQ

Wir schreiben die Buchstaben des Wortes ‘STATISTIK’ auf Karten. Wir ziehen
dann zufallig aus diesen Karten. Was ist die Wahrscheinlichkeit

a) dass wir ein K erwischen?
b) dass einen Vokal erwischen?

c) dass ein P erwischen?

Lésung:
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a) P(K)=1/9
b) P(Voc.) =3/9=1/3
c) P(P)

0/9=0

4.2 Verkniipfte Zufallsexperimente

Beispiel 4.12 Spiele LPHB76 |

In einer Klasse mit 38 Studentlnnen spielen 29 Computer-Spiele (C), 10 Gesell-
schaftsspiele (G) und 9 spielen beides.

a) Zeichnen Sie ein Venn-Diagramm, das die Situation beschreibt.

b) Wir wiahlen einen Studierenden zufallig aus. Wie gross ist die Wahrschein-
lichkeit, dass er/sie weder in C noch in G ist?

c) Berechnen Sie P(C) und P(G).
d) Wie gross ist P(C U G)?

Lésung:

a) Venn-Diagramm unten

b) Wahrscheinlichkeit weder in C noch in G P = 8/38

c) P(C)=29/38 und P(G) = 10/38.

d P(CUG)=(29/38—-9/38)+1/38=29/38+1/38 —9/38

Anzahl Wabhrscheinlichkeiten
S S g
A R A B
8 8/38
- J
<
Beispiel 4.13 Allgemeine Gesetze FOGTG6F

Betrachten Sie noch einmal die vorherige Aufgabe

a) Wie kann allgemein P(A U B) berechnet werden, falls P(A) und P(B) bekannt
sind?

b) Es ergeben sich oben vier Teilmengen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit
aller Teilmengen zusammen?

Lésung:
a) Es gilt P(AUB) = P(A) + P(B) — P(An B), d.h. es muss zusatzlich P(AN B)

bekannt sein. Schliessen sich A und B aus, d.h. AN B = {}, dann ist P(AN
B) =0und P(AUB) = P(A) + P(B).
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b) Wahrscheinlichkeit aller Teilmengen

20 9 1 8 38
o=

keiten.

= :1
38 38 38 38 38

Die Summe wird immer % = 1 sein, denn auf dem Bruchstrich addieren wir
alle Moglichkeiten und unter dem Bruchstrich steht die Zahl aller Moéglich-

KSatz 4.2 Additionssatz

~

Fur die Ereignisse A und B ist die Wahrscheinlichkeit, dass entweder A oder B

eintritt

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Oft schliessen sich A und B aus, d.h. AN B = {}, dann ist P(AN B) = 0 und

P(AUB) = P(A) + P(B).

Beispiel 4.14 Sportclub

NNM3F1 |

b) Wie viele Mitglieder hat der Club?
c) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Miglied

i) Badminton spielt
ii) beides spielt
iii) weder das eine noch das andere spielt

iv) mindestens eine Sportart macht

Lésung:

a) Venn-Diagramm unten
b) 63

c) Wahrscheinlichkeiten

i) P(B) =133

ii) P(BNS) =21

iii) P(BUS)) =&

iv) PBUS)=1- & =28
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a) Stellen Sie die Angaben in einem Venn-Diagramm dar.

In einem Sportclub gibt es 40 Mitglieder die Badminton spielen. 37 spielen
Squash, 21 spielen beides und 7 spielen weder das eine noch das andere.




Anzahl Wahrscheinlichkeiten

7 7/63
Beispiel 4.15 Sandwich V7Q9DP

Robi stellt Sandwiches zufillig zusammen, aus einer von drei Brotsorten (V,K,Z)
und einer von 4 Kasesorten (E,G,S,P), mit oder ohne Gurken.

a) Betrachten Sie die Baumdiagramme. Was stellen Sie dar? Was kénnte man
mit ihnen berechnen?

b) Jemand bestellt [V, G, m]. Wie gross ist die Chance, dass Robi das richtig
Sandwich liefert?

c) Wir bestellen [V, G, m|. Wie gross ist die Chance, dass bei Robis Sandwich das
Brot und die Gurke stimmen, nicht aber der Kase?

d) Wir bestellen [K, P, o]. Wie gross ist die Chance, dass bei Robis Sandwich das
Brot und Kase stimmen nicht aber die Gurke?

e) Wir bestellen [K, P, o]. Wie gross ist die Chance, dass zumindest das Brot und
Kése stimmen?

Treffer y & Fehler Treffer y % Fehler
I N e \ 3 14 N\ 4 4~ \ 3/4
1/ \ 1 VNG 1/ \ I 1/ \ ! 12/ \ 12 12/ \I2 12, N2 12/ N2
1 1 3 3 2 2 6 6 1 1 1 1 1 1 1 1
24 24 8 8 12 12 4 4
A, A, A, A, A A A Ay A, A, A, Ay A As A Ay
Losung:

a) A) beschreibt die Anzahl Moéglichkeiten beim Tippen. Jede Zutat ist auf einer
Stufe. Z.B. tippen wir V fur das Brot, dann gibt es eine Moglichkeit, dass wir
richtig liegen und 2, dass wir falsch liegen. Multiplikation entlang eines Astes
ergibt die Anzahl Moéglichkeiten in diesem Ast. B) beschreibt die Wahrschein-
lichkeiten beim Tippen. Multiplikation entlang eines Astes ergibt die Anzahl
Wahrscheinlichkeit fiir diesen Ast.

b) P =1/24

c) Weg uber die Anzahl (A): Es gibt 1-3-1 = 3 Moglichkeiten, dass Robis Sandwich

1°2738
d) Die Wahrscheinlichkeitist P=1-1.1 =1
e) Die Wahrscheinlichkeit ist P = % . % . % + % . % . % = 112
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/Satz 4.3 Multiplikationssatz \

Fur die Ereignisse A und B ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide gleichzeitig
eintreten
P(AnB)=P(B|A)-P(A)

PN
N BIA/ \ / \ p

Oft hat der Ausgang von A keinen Einfluss auf den Ausgang von B. Wir nennen
dann A und B unabhingig und schreiben

P(ANB) = P(A) - P(B)

Beispiel 4.16 Verkehrsregelverstosse EXRYUV |

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit fiir Verkehrsregelverstosse

Altersgruppe | 18-20 21-29 30-39 > 40 | Total
Wahrscheinlichkeit | 0.06 0.47 0.29 0.18 |1

Was sind die Wahrscheinlichkeiten, dass gegen die Regeln verstossen wird
a) in der jungsten Altersgruppe
b) zwischen 21 und 40

c) vor 40

Lésung:

a) 6%
b) 0.76

c) 1-0.18=0.82

Beispiel 4.17 Fithrende Einsen XU3CAM |

Es ist zwar tiberraschend, aber es ist eine Tatsache, dass in Geheimzahlen (z.B.
zum Entsprerren des Handys) fur die erste Ziffer folgende Wahrscheinlichkeits-
verteilung befolgt["]

Bestimmen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten fiir

a) A = {die erste Ziffer ist eine 1}

b) B = {die erste Ziffer grosser als 5}

c) C = {die erste Ziffer ist eine ungerade Zahl}
d AnB

e) A

i CnB
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Lésung:

0.3

a) P(A)
b) P(B)

P(6) + P(7) + P(8) + P(9) = 0.221

(
(
¢) P(C) = P(1) + P(3) + P(5) + P(7) + P(9) = 0.603
d) P(ANB)=P(A)-P(B|A)=03-0
e) P(A)=1—-P(A)=0.7
f) Da wir weder P(C N B) noch P(C|B) kennen, berechnen wir direkt

P(CN B) = P({7,9}) = P(7) + P(9) = 0.103

“Noch tiberraschender ist, dass auch Zahlen in Buchaltung und Naturwissenschaftlichen Be-
rechnungen eine dhnliche Verteilung befolgen. Mehr dazu unter Benfordsches Gesetz.

Beispiel 4.18 Fiihrende Einsen, Gleichverteilung RO6ZRG |

Aufgabe wie oben.

Wenn einzelne Wahrscheinlichkeiten gleich sind, was passiert bei der oder-
Verknuipfung?

Fassen Sie anschliessend Ihre Erkenntnisse in einem (Lehr)-Satz zusammen.
Lésung:

+P(8)+P(9) =4-0.1 =04

(
(
) P(C) = P(1)+ P(3)+ P(5) + P(7) + P(9) = 0.5
(ANB) = P(A)- P(B|A) =0.1-0
( =09

f) Da wir weder P(C N B) noch P(C|B) kennen, berechnen wir direkt

P(CNB) = P({7,9}) = 0.2

Sind die Wahrscheinlichkeiten gleichverteilt, kénnen die Wahrscheinlichkeit be-
rechnen tiber
P=k-p

wobei k die Anzahl Elemente sind und p die Wahrscheinlichkeit, dass ein einzel-
nes Ereignis eintritt.
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Beispiel 4.19 Tasche mit Zuriicklegen EJRTYR

Eine Tasche enthalt 5 blaue Balle (b) und 2 grune Balle (g). Wir ziehen einen Ball
aus der Taschen notieren die Farbe und legen ihn dann zurtick. Wir wiederholen
dies 3 Mal. Zeichnen Sie einen Ereignisbaum.

a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit far (bbb) und (bbg), geordnete Stichpro-
ben.

b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit fiir (bbb) und (bbg), ungeordnete Stich-
proben.

¢) Far ungeordnete Stichproben: Auf welches Ergebnis sollten sie wetten, (bbb),
(bbg), (bgg) oder (ggg)?

Lésung:

yq:\m

P N\

p/\q

P/ N4 P/ N4 P/ \14 VRN
125 50 50 20 50 20 20 8
343 343 343 343 343 343 343 343
A, A, A, Ay As Ag A, Ay
a) (bbb) geordnet, d.h. A;:
p_ 1%
343
(bbg) geordnet, d.h. As:
_ 50
343
b) (bbb) ungeordnet, d.h. A; :
125
= — ~0.364431
P 313 0.36443
(bbg) ungeordnet, d.h. A, A3 und As:
50
P=3. — ~0.43731
3 343 0.437318

c) Wir berechnen noch (bgg) ungeordnet, d.h. A4, Ag und A7:

20
P =3 - — = 0.174927
343
(ggg) ungeordnet, d.h. As:
P=3 LIS 0.0233236
R VE R

Am wahrscheinlichsten ist also (bbg).
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Beispiel 4.20 Tasche ohne Zuriicklegen 1WGNRL

Eine Tasche enthéalt 5 blaue Bélle (b) und 2 grune Balle (g). Wir nehmen nach-
einander drei Balle aus der Tasche. Vervollstandigen Sie den Ereignisbaum.

a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit far (bbb) und (bbg), geordnete Stichpro-
ben.

b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit fiir (bbb) und (bbg), ungeordnete Stich-
proben.

¢) Fuar ungeordnete Stichproben: Auf welches Ergebnis sollten sie wetten, (bbb),

(bbg). (bgg) oder (ggg)?
Lésung:

4/6 / \2/6 5/6 / \1/6
3/;/ \2/5 4/5/ \1/5 4/5/ \1/5 5/5/ \0

2 4 4 1 4 1 1
7' 21 21 21 21 21 21 0
A, A, A, A, As Ag A, Ag

a) (bbb) geordnet, d.h. A;:

p_2
7
(bbg) geordnet, d.h. As:
4
P=5
b) (bbb) ungeordnet, d.h. A; :
2
P = - ~ 0.285714
(bbg) ungeordnet, d.h. A, A3 und As:

4
P=3-— ~0.57142
3 51 0.571429
¢) Wir berechnen noch (bgg) ungeordnet, d.h. A4, A¢ und Ay:

1
P =3 -— ~0.142857
21

(ggg) ungeordnet, d.h. As:
P=0

Am wahrscheinlichsten ist also (bbg).
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Beispiel 4.21 Kartensatz

71T1FW

Aus einem Stapel mit 52 Karten — davon 12 mit Abbildungen drauf — werden
3 Karten gezogen. Zeichnen Sie einen Ereignisbaum und bestimmen Sie die

Wahrscheinlichkeit
a) dass wir drei Karten mit Abbildungen ziehen.

b) dass wir (genau) zwei Karten mit Abbildungen ziehen.

Lésung:

11/51/ \40/51 12/51/ \39/51

10/50/  \40/50  11/50/  \39/50  11/50/  \39/50 12/50 / \38/50

11 44 44 12 44 12 12 38
1105 1105 1105 85 1105 g g g
A, A, A A, As Ag A, A

a) drei Karten mit Abbildungen erhalten wir nur tiber A;:

11

P = ~ 0. 4
1105 0.00995475

b) genau zwei Karten mit Abbildungen erhalten wir tiiber As A3 und As:

44 44 44 132

= = ~ 0.1194
1105 * 1105 * 1105 1105 0-119457

P
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4.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

/ Infobox 4.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit \

Der Produktsatz lasst sich wie folgt auflésen

P(ANB)

P(ANB) = P(BI4)- P(4) = P(BI4) = —55

A
N
BlA/ N\ / \

D.h. aus P(AN B) (Wahrscheinlichkeit, dass beides gleichzeitig eintritt) und aus
P(A), lasst sich berechnen, dass B eintritt, wenn A schon eingetreten ist.
Alternativ: A ist schon eingetreten. Das heisst uns interessieren uns nur noch
die Anzahl der Falle, wo A Eingetrenten ist, d.h.

N(ANB) N(ANB)/Nww P(ANB)

P(B|A) = — _
N N(A) N(A)/Neot P(A) )

Beispiel 4.22 Stifte L3Z6XI |

In einer Schachtel gibt es 9 Stifte, die funktionieren und 5, die kaputt sind.
Mark und Peter nehmen noch einander zwei Stifte aus der Schachtel.

a) Zeichnen Sie einen Ereignisbaum.
b) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide einen kaputten Stift erwischen?

c¢) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein kaputter Stift gezogen
wird?

d) Es wurde genau ein kaputter Stift gezogen. Was ist die Wahrscheinlichkeit,
dass Peter ihn zog.

Lésung:
9/14 5/14 9/14 5/14
8/13/ \5/13 9/13/ \4/13 \5/13 9/13/

36 45 45 10 45 45
91 182 182 91 182 182
A A, A, A, A, A,

a) Ereignisbaum unten

b) beide Stift kaputt, d.h. A4
10
P=—~01
ol 0.10989

¢) mindestens ein kaputter Stift, d.h. A3, A3 und Ay:

45 45 10 55
= = 22 1 0.604
182 182 Tgr ~gp ¥ 00043
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d) Wir wissen, dass genau ein kaputter Stift gezogen, d.h. A; und A4 wurden al-
so nicht beschritten, also decken wir sie ab. Jetzt 1asst sich die Wahrschein-
lichkeit so berechnen:

P_PPeter_ 14% _1_05
- — 45 45 T -
L Ptot 182 + 182 2
[ Beispiel 4.23 Team B1USEU

Ein Team besteht aus 7 Elektro- und 3 Maschinen-Ingenieuren.

a) Die Leitung wird zufallig bestimmt. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Maschineningenieur gewahlt wird?

b) Zwei Teammitglieder sollen eine Schaltung konzipieren. Was ist die Wahr-
scheinlichkeit daftir, dass zufallig ein Elektro- und ein Maschineningenieur
gewahrt werden?

Lésung:
a) Leitung
3
P=—=0.
10 0.3
b) Elektro+Maschinening. d.h. A; und A3
7 7 7
30 + 30 - 15 0.466667

6/9 / 3/9 7/9 / 2/9
7 7

7 1
15 30 30 15
A, A, A, A,
Beispiel 4.24 Luca und Heiri EI2SE2

Durchschnittlich 16st Luca 5 von 7 korrekt. Heiri beantwortet 5 von 9 korrekt.
Beide bearbeiten nun die selbe Aufgabe.

a) Zeichnen Sie einen Ereignisbaum.

b) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der beiden die Aufgabe
korrekt 16st?

¢) Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass Luca richtig geantwortet hat, wenn wir
wissen, dass die Frage richtig beantwortet wurde.

d) Was ist die Wahrscheinlichkeit, das Heiri richtig geantwortet hat, wenn wir
wissen, dass die Frage richtig beantwortet wurde.

e) Was ist die Wahrscheinlichkeit, das beide richtig geantwortet haben, wenn
wir wissen, dass die Frage richtig beantwortet wurde.
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Lésung:

a) Ereignisbaum unten

b) P mindestens einer der beiden hat die Aufgabe korrekt gelost, d.h. . d.h. 4,

A2 und A3
2 2 1
> 0 0_ 5 = 0.818182

P:— _ _— =
63+63+63 63

¢) Wir wissen, dass die Frage richtig beantwortet wurde, also decken wir den
Ast ab, der nicht beschritten wurde. Luca hat richtig geantwortet in 4; und
As. Jetzt lasst sich die Wahrscheinlichkeit so berechnen:
25 | 20
P= P Luca 63 + 63

9
= = = — =~ (0.818182
25 20 10
Ptot 63 + 63 + 63 11

d) Wir wissen, dass die Frage richtig beantwortet wurde, also decken wir den
Ast ab, der nicht beschritten wurde. Heiri hat richtig geantwortet in 4; und
As. Jetzt lasst sich die Wahrscheinlichkeit so berechnen:

— PHeiri 42

7
P = — = — =~ 0.636364
Piot % + % + % 11

e) Beide haben richtig geantwortet in A;. Jetzt lasst sich die Wahrscheinlichkeit
so berechnen:

pofhese G5 s
- T~ 25,20, 10 — ~
Py tot 63 + 63 + 63 11
H o PR 9.7 NP 59 S N\ 9 7N
25 20 10 8 25 20 10
63 63 63 63 63 63 63
Ay Az As As A Ay A;
N
Beispiel 4.25 Kate und Jane spielen Tennis JFO9KBJ

Kate und Jane haben folgendes Spiel erfunden: Sie servieren abwechselnd nach-
einander, und die erste, die ihren Service verliert, zahlt ein Stiick Schokolade.
Beide gewinnen ihren Service mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 0.6. Jane
beginnt mit dem Service.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass

a) Jane nach dem zweiten Serive zahlen muss (dafiir muss 3 Mal gespielt wer-
den!)

b) Jane die Schokolade (tiberhaupt) zahlen muss

c) Kate die Schokolade bezahlt.

Lésung:

a) P=04-06-0.6
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b) Um die Schokolade (iiberhaupt) bezahlen zu muissen, muss eines der folgen-
den Falle eintreffen:

0.4
P=04+04-06>+04-06"+04-06°%...= ———— =0.625
+ + + 1= (0.6)2

c) Wir rechnen mit der Gegenwahrscheinlichkeit P =1 — 0.625 = 0.375

Beispiel 4.26 RaucherInnen GV3VND

Verhalten von 768 Studierenden an FH.

\ Raucher (R) Gelegentlich (G) Nicht-Raucher (NR) Gesam

M:énnlich (m) | 127 73 214 414
Weiblich (w) 99 66 189 354
Gesamt 226 139 403 768

Wir wahlen zufallig einen Studierenden. Berechnen Sie:

a) Wahrscheinlichkeit, dass es eine Frau ist

b) Wahrscheinlichkeit, dass es ein mannlicher Raucher ist
c) Wahrscheinlichkeit, dass es ein Nicht-Raucher ist

d) Wahrscheinlichkeit, dass es eine Nicht-Raucherin ist, wenn wir schon wis-
sen, dass wir eine Frau erwischt haben

Lésung:

a) P(w) = 232 =0.461

c) P(NR) = 3 — 0 525

768

(

b) P(mNR) = 12 = 0.165
(
(

d) P(NR|w) = 337 = 0.534

N
Beispiel 4.27 Extremfille R4VXZF

Wir betrachten die Falle
¢ keine der Frauen raucht

¢ alle Frauen rauchen

a) Zeichnen Sie fir die Falle je ein Venn-Diagramm

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit P(NR|w) fiir diese Falle an.

Lésung:

¢ keine der Frauen raucht, dann gilt P(NR|w) = 1
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L

¢ alle Frauen rauchen, dann gilt P(NR|w) =0 J

Beispiel 4.28 RaucherInnen II E9AXSJ |
Raucher (R) Gelegentlich (G) Nicht-Raucher (NR)
Mannlich | 0.165 0.095 0.279
Weiblich | 0.129 0.086 0.246

Wir wissen aus der Aufgabe oben auch, dass P(NR|w) = 0.534. Lesen Sie aus
oder berechnen Sie und erkldren Sie das Resultat.

a) P(NRNw)

b) P(w)

¢) P(NRJw) - P(w)

d) Vergleichen Sie P(NR Nw) mit P(NR|w) - P(w).

Lésung:

a) P(NRNw) =0.246 auslesen
b) P(w) = 0.129 + 0.086 + 0.246 = 0.461
c) P(NR|w) - P(w) = 0.246

d) Wir stellen also fest

P(NRNw)= P(NR|w) - P(w)

Beispiel 4.29 Farbblindheit VZPWTP
Mannlich (m) Weiblich (w) Total
Farbenblind (FB) | 40 2 42
Nicht FB (NFB) 470 488 958

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand farbenblind ist, gegeben es ist
eine Frau? Losung:

Da wir wissen, dass es sich um eine weibliche Person handelt, decken wir die
anderen Spalten der Tabelle ab und berechnen:

FBnw) 2
n(w)  2+488

P(FBJw) = ™

Beispiel 4.30 Piinklichkeit HLKBLS

Die Fluggesellschaft AUA ist bekannt fur ihre Punklichkeit. Ihre Wahrschein-
lichkeit fir einen ptinklichen Abflug ist P(D) = 0.83, die fiir eine ptinkliche
Ankunft ist P(A) = 0.92 und die Wahrscheinlichkeit dass beides zusammen auf-
tritt ist P(D N A) = 0.78.

Wir bezeichnen einen unptinktlichen Abflug mit D’ und eine unptinkliche An-
kunft mit A’. Erstellen Sie eine Tabelle mit den Wahrscheinlichkeiten fur alle
moglichen Ereignissen und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fur
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a) eine puinkliche Ankunft vorausgesetzt, dass der Abflug ptinklich sein wird

b) einen punklichen Ablug vorausgesetzt, dass die Ankunft ptinklich war

Lésung:
Wir erganzen die Tabelle Schritt fir Schritt. Geben waren

A A" | total
D 0.78 0.83
D/
total | 0.92

Also kénnen wir zuerst ergianzen

A Al total
D 0.78 0.05| 0.83
D’ 0.14
total | 0.92

und schliesslich mit ) P, =1

A A’ total
D 0.78 0.05] 0.83
D' 0.14 0.03
total | 0.92

1. P(AD) = 2520 = 618 = 0.94

o
&

o

2. P(D|A) = 240D)

I

4.4 Unabhiangigkeit

/ Definition 4.4 Unabhiéngigkeit \

Zwei Ereignisse sind unabhéngig, falls ihre Wahrscheinlichkeit
P(AnB)=P(A)-P(B)

d.h. auch
\_ P(A|B) = P(A) J

[Wazir et al., 2012, S. 545]

Beispiel 4.31 Unabhingigkeit ES1EU9 |

Ist die Punklichkeit der Abfliige der Fluggesellschaft AUA unabhangig von der
Punklichkeit der Anktinfte?

Lésung:
Nein, die Punlichkeit von Ankunft und Abflug sind abhangig.

a) P(A) =0.92und P(A|D)=0.94
b) Alternativ: P(AN D) =0.78 und P(A) - P(D) =0.92-0.76 = 0.76 # P(AN D)
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Beispiel 4.32 Blutprobe RCCB5T

Die Polizei halt verdachtige Autofahrer an. Die Fahrer machen dann einen Atem-
test (P(A) = 81%), oder einen Bluttest (P(B) =40%) oder beides (P(ANB) =25%).
Erstellen Sie eine Tabelle mit den Wahrscheinlichkeiten fur alle méglichen Er-
eignisse und geben Sie folgende Wahrscheinlichkeiten an:

a) Der Fahrer macht keinen Test.

b) Der Fahrer macht einen Test.

¢) Der Fahrer macht genau einen Test.

d) Sind A und B unabhingig voneinander?

Lésung:

Die grunen Eintrage sind in der Aufgabenstellung gegeben:

A A total
B 0.25 0.15 0.4
B’ 0.56 0.04
total | 0.81

a) P(A'NB')=0.04

b) PIAUB)=1-P((AUB))=1—-P(A'NB')=1-0.04 =0.96
c) P(AnB')+ P(AANnB) =0.56+0.15=0.71

d) Falls A und B unabhingig sind, musste gelten

P(A) = P(A|B)

hier ist aber P(A) = 0.81 und P(A|B) = ngég?) 82 — 0.625 also sind A und
B abhangig voneinander.

4.5 Screening

(1 Definition 4.5 Sensitivitit, Spezifitit \

Wir bezeichnen Personen, die eine gewisse Krankheit haben als ‘Merkmalstra-
ger’.

* Sensitivitat: Fahigkeit eines Tests, Merkmalstrager vollstandig aus einer
Gruppe herauszufiltern. Wir die Sensitivitat ausschliesslich mit einer Grup-
pe von Kranken bestimmt, bedeutet eine Sensitivitidt von 100%, dass alle
Merkmalstrager ein richtig-positives Testergebnis haben.

¢ Spezifitat: Fahigkeit eines Tests, ausschliesslich Merkmalstrager zu erfas-

sen. Wird die Spezifitat mit einer Gruppe von Gesunden bestimmt, bedeu-

tet eine Spezifitdat von 100%, dass alle Nicht-Merkmalstrager ein richtig-

\_ negatives Testergebnis haben. J

‘ Beispiel 4.33 Sensitivitiat und Spezifidt symbolisch IIT6Y1
|
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Wir bezeichnen das Ereignis ‘positiver Test’ mit 7" und ‘Person hat das Merkmal’
mit M.

a) Geben Sie Sensitivitat und Spezifidt symbolisch an.

b) Wie kann die Sensitivitat mit Hilfe von P(TNM) und P(M) angegeben werden?
¢) Wie kann die Spezifidt angegeben werden?

Lésung:

a) Sensitivitat: P(T|M) Spezifiat: P(T'|M’)

b) Sensitivitat

_ P(TNM)
P(T|M) = TP(M)
c) Spezifidt
fox i P(T'n M)
Beispiel 4.34 Prostatakrebs NSQ9ZG

Prostatakrebs gehort mit 25% zu den haufigen Krankheiten bei Mannern. Er
kann mit Hilfe der PSA (Prostate-Specific Antigen) im Blut diagnostiziert werden.
Der Test hat eine Sensitivitat von 53.2% und eine Spezifizitat von 83.6%.

a) Beschriften Sie die Zellen mit Symbolen
b) Berechnen Sie P(7 N M).
c) Berechnen Sie P(7’ N M’) und fillen Sie die Tabelle auf

d) Wir testen 100 Personen. Wie viele werden positiv getestet und sind wirklich
krank?

e) Wie viele werden positiv getestet, obwohl sie nicht krank sind?

f) Ist es eine gute Idee die gesamte mannliche Bevolkerung zu screenen? Wie
konnte der Test gewinnbringend eingesetzt werden?

Lésung:

Test

pos (T) neg (1") Total
ja (M) P(TNM) P(T'nM) P(M)
nein (M) P(TnM') P(T'nM') P(M)
Total P(T) P(T")

Krankheit

a) Beschriftung oben
b) P(T N M) = P(T|M) - P(M) =0.532-0.25 = 0.133
c) P(T'"NM'")=P(T'|M")- P(M') =0.836 - 0.75 = 0.627. Wir erganzen die Tabelle:

0133 +2=0.25 = z=0.117
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und
0.6274+x=0.75 = £ =0.123

d) Von 100 werden rund 13 positiv getestet und sind wirklich krank.
e) Es werden werden 12 positiv getestet, obwohl sie nicht krank sind.

f) Screening ist keine gute Idee. Der Test muss auf eine Gruppe angewandt
werden (z.B. Manner ab 50 Jahren), in der Prostatakrebs haufig ist. Hier das
Beispiel mit dem gleichen Test fiir eine Gruppe, in der 85% erkrankt sind:

T T
M  0.4522 0.3978
M’ 0.0246 0.1254

Auf 100 Personen werden also 45 korrekt positiv getestet und nur 2 falsch
positiv.

Test

pos (T) neg (1’) Total
ja (M) 0.133 0.117 0.25
nein (M) 0.123 0.627 0.75
Total 0.256 0.744 1

Krankheit

-

Beispiel gemasst “So gt man mit Statistik” Kramer [2015].

Beispiel 4.35 HIV VCSBDB |

Der HIV Virus ist in der Schweiz nicht sehr verbreitet und betrifft aktuell in der
Schweiz 6.4 pro 100000 Einwohner. Die heutigen Tests sind sehr gut entwickelt
und zeigen eine Sensitivitat von 99% und eine Spezifizitdt von mindestens 99%.

a) Fullen Sie die Tablle auf

b) Wir testen alle Personen im Kanton Bern, d.h. rund 1 Mio. Personen. Wie
viele werden positiv getestet und sind wirklich krank?

c) Wie viele werden positiv getestet obwohl sie nicht krank sind?

d) Ist es eine gute Idee die gesamte Bevolkerung zu screenen? Wo liegt der Un-
terschied zu den Krebs-Diagonose-Tests?

e) Wie kann man die HIV-Tests trotzdem gewinnbringend anwenden?

Lésung:
Test
pos (T) neg (17) Total
_ja (M) 00006336  6.4-10~7  0.000064
Krankheit = o0 (/) 0.00999936 0.989937 0.999936
Total 0.0100627 0.989937 1
a) Tabelle

b) Auf 1 Mio. Personen, werden 63 positiv getestet und sind wirklich krank.
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c) Es werden 9999 positiv getestet, obwohl sie nicht krank sind.
d) Screening ist keine gute Option.

e) Gewinnbringend wird der Test angewendet, wenn er gezielt bei Personen an-
gewandt wird, die einem Ansteckungsrisiko ausgesetzt waren.

~

Beispiel 4.36 Sally Clark IPIMEX

Sally Clarks beide Kinder sind Kindstod gestorben. Der Staatsanwalt gibt an,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen doppelten nattirlichen plétzlichen Kind-

stod bei
1 1 1

~ 8543 8543 70 Mio.

liegen wiirde. Sie wird anschliessend als schuldig verurteilt. Wir bezeichnen das
Ereignis ‘Eltern schuldig’ mit S und ‘doppelter naturlichen plétzlichen Kindstod’
mit K.

p

a) Drucken Sie die Angaben des Staatsanwaltes symbolisch aus. Tragen Sie die
Angaben in die Tabelle unten ein.

b) Fiur welche Grosse interessiert sich der Staatsanwalt? Wie kénnte er sie be-
rechnen?

¢) Mit welchem Argument befreien Sie Sally Clark aus dem Gefangnis?
Lésung:

(K) (K') Total
S
SI
Total P(K) = (5i5)
a) Die Angaben des Staatsanwaltes sind p(S' N K).

b) Der Staatsanwalt interessiert sich fiir

P(S|K) = P(lf/(;;)K)

¢) Argument: Der doppelte Kindstod hat stattgefunden, deshalb musste sich

der Staatsanwaltes fur die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(S’|K) = PSE(’I(X( )

und P(S|K) = P;S(%() interessieren. Sie hangen von P(S'NK) und P(SNK) ab
und werden mit P(K) normalisiert, d.h. man konnte auch einfach P(S’' N K)
und P(S N K) vergleichen. Uber diese Wahrscheinlichkeiten, d.h. iiber die
Verkntipfung von Doppeltem Kindstod K mit S oder mit S’ ist aber nichts
bekannt, deshalb sind alle Zahlen oben nicht relevant fiir den Fall.

Ausserdem: Nach geltendem Recht kann jemand nicht aufgrund von Wahr-

scheinlichkeiten verurteilt werden sondern nur augrund von Tatbeweisen.
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KAPITEL O

Diskrete Zufallsgrdssen

[ Lernziele 6.1 Diskrete Zufallsgrossen

¢ Die Studierenden kénnen Wahrscheinlichkeitsverteilung darstellen u.a. als
Verteilfunktion.

¢ Sie konnen fiir Zufallsgrossen die Wahrscheinlichkeit bestimmen anhand
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung oder anhand der Verteilfunktion.

¢ Sie kénnen anhand der Wahrscheinlichkeitsverteilung den Erwartungs-
wert und die Varianz der Verteilung berechnen.

¢ Sie die Binomialverteilung in Excel oder in Matlab erzeugen und Wahr-
scheinlichkeiten fiir Ereignisse (P(X = z), P(X > z) und P(X < x)) berech-
nen

¢ Sie kénnen fiir die Binomialverteilung Erwartungswert und die Varianz
berechnen.

¢ Sie Simulation durchfiihren mit Matlab und experimentelle Wahrschein-
lichkeiten bestimmen.

6.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Beispiel 6.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Miinze 9CZTV6

Versuch: zwei unabhéngige Miinzwtirfe.
Erstellen Sie eine Tabelle (Resultat ungeordnet notiert):
Lésung:

Ausgang Experiment | (K.K) | (K.2) | (Z.2)
Wahrscheinlichkeit | 0.25 | 0.5 | 0.25

Aufsummieren 0.25 | 0.75 1

55



/ Definition 6.1 Zufallsgrosse

X:5 - R
S; X(si):xi

\S = {s1, 2, ... }: Stichprobenraum Zufallsgrésse X kann Werte z; annehmen.

( Definition 6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung:

KJ edem Ausfall s; wird eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet: P(z;) = p;.

ﬁ)eﬁnition 6.3 Verteilfunktion

Y
h
J
~

Summe der Wahrscheinlichkeiten von links P(X < z;) = Z’; P(X = z;) Syn

onym: Summenfunktion
Synonym: Wahrscheinlichkeitsverteilung kumulativ

J

Beispiel 6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Miinze

MA4E6X3 |

keitsverteilung und Verteilfunktion des Stichprobenraums.
teilfunktion.

Lésung:

Stichprobenraum | KK | (K.2) | (ZK) | (2.2

Versuch: Zwei unabhingige Miinzwiirfe. Resultat geordnet notiert.

a) Erstellen Sie eine Tabelle mit dem Stichprobenraum, der Wahrscheinlich-

b) Visualisieren Sie fur die Beispiele Wahrscheinlichkeitsverteilung und die Ver-

Wahrscheinlichkeitv. | 0.25 | 0.25 | 0.25 | 0.25

Verteilf. 0.25 | 0.5 | 0.75 1
Visualisierung
Geordnet:
55 (KK) (K2 (ZK) (Z2) 0 KK) (K2 (ZK) (Z2 05 KK) (K2) (ZK) (Z7) o (KK) (K2) (ZK) (Z7)
0.20 0.8 0.4 0.8
015 0.6 03 0.6
"0.10 0.4 02 0.4
0.05 0.2 0.1 0.2
0.00 0.0 0.0 0.0 [
KK (K2 ZK) 22 KK (K7) ZK) @D KK (K2 ZK) (Z7) KK (K2 ZK) (Z7)
Ungeordnet:
KK (K2 (Z.7) (KK) (K2 (Z7) KK (K2 (ZD KK (K72 (D)
0.5 1.0 05 1.0
0.4 0.8 0.4 0.8
03 0.6 03 0.6
"02 0.4 02 [ 0.4
0.1 0.2 0.1 0.2
0.0 0.0 0.0 0.0 [
KK (K7 (z7) KK (K2 z7) KK (K2 (2Z2 KK (K2 (2Z2

6.2 Erwartungswert und Varianz
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Beispiel 6.3 Tetraheder

UA4CU3

dem Tetraeder erwarten kéonnen. Gehen Sie dafir wie folgt vor:

dass wir eine 1, 2, 3 oder eine 4 wurfeln?

Einnahmen erwarten wir also pro Wurf?

Wiurfen?

I, I3, T4.

Lésung:

a) Tabelle

b) Wir erwarten CHF 2520, also pro Wurf CHF 25.2.

CHF 25.2.

d) vt =p1 - N-21+p2-N-20+p3-N- 234+ pg- N - x4 also pro Wurf

Wir wollen berechnen, wieviel Gewinn wir durchschnittlich bei einem Wurf mit

a) Wir betrachten zuniachst N = 100 Wurfe. Wieviel Mal durfen wir erwarten,

b) Bei N = 100 Wiirfen: Wieviel Geld kénnen wir insgesamt erwarten? Wieviel

c) Wie andern sich die erwarteten Einnahmen, bei N = 25, N = 200 und N = 1000

d) Berechnen Sie nun fiir N Wiirfe die erwarteten Einnahmen pro Wurf, rechnen
Sie allgemein mit den Wahrscheinlichkeiten p;, p2, p3, p4 und dem Gewinn z,

¢) Die erwarteten Einnahmen pro Wurf &ndern sich nicht. Wir erhalten immer

Lto
T = ]t\,t =p1-T1+Pp2-To+P3-T3+ps-ay
Seite | 1 | 2 | 3 | 4 | total
Di 0.26 | 0.23 | 0.24 | 0.27 1
Anzahl erwartet 26 23 24 27 100
Gewinn (CHF) 10 20 30 40

Gewinn total (CHF) | 260 | 460 | 720 | 1080 | 2520

A\

( Definition 6.4 Erwartungswert

( Definition 6.5 Varianz

o = Var(X) = B((X =) = Y pi- (2 = )?

Standardabweichung: o = Vo2

N P N B

‘ Beispiel 6.4 Erwartungswert Miinze

S6VG73

’ Max wirft einen Wiirfel und gewinnt Geld, falls er mehr als 3 wiirfelt.
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a) Wieviel Geld gewinnt er pro Wurf durchschnittlich?

b) Varianz des Gewinns?

Resultat |1]2[3|4|5]6
Gewinn (CHF) \ 0 \ 0|0|4|5]|6
Lésung:
a) Erwartungswert
1 1 1
=FEX)==-44+--5+--6=25
b) Varianz
= 1
o = z;pi(xi —p)? = (-2.5)2" ot (=2.5)2- = + (—2.5)?
P
1 1 1
1.5% . — 4252 — +3.5%. —
* 6 * 6 + 6
L ~ 6.58 )
Beispiel 6.5 Beweis Varianz 1C34Y5 )
Zeigen Sie dass gilt
n n
sz'(l”i —p)?=—p?+ Z]%(%)Q
=1 =1
a) Ausmultiplizieren
b) Definition x verwenden
Lésung:
n n
o = Y pi[(@)® = 2w+ p®] =D pilw)? = 2mipip + pid
i=1 i=1

n n n
= Y i) =2 wmiopi+p ) pi
i=1 i=1 i=1

n
= > wil@)® —2pp+p® 1
=1

ﬁnfobox 6.1 Praktische Berechnung der Varianz

-

n
o = —p’ + Zpi(xz‘)2
=1
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p?* p’*q p’q pa® p*q pg® pg® g’

/ Definition 6.6 Binomialverteilung \

Bei mehrfacher Ausfithrung (n Mal) eines Zufallsexperiments mit der Gewinn-
chance p ist die Wahrscheinlichkeit fiir + Gewinne P(X = z) mit

P(X=1)= <”> pF (1= p)ne

X

\Oft auch ¢ := (1 —p)

-

(Satz 6.1 Binomialverteilung: Erwartungswert und Varianz

J

Beispiel 6.6 Anwendung Erwartungswert und Varianz Binomialverteilung
GMG6KIF

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz fiir die Anzahl gewtirfelter Fiinfen
bei 10 Wiirfen mit einem Wtrfel. Lésung:

p=10-1/6 = 1.667
o2 =3-0.25 = 1.3889

Beispiel 6.7 Kuboktaeder 2I8Z7X

Der Kuboktaeder fallt mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 0.73 auf eine qua-
dratische Flache (), sonst auf eine dreieckige Flache. Wir betrachten n = 12
Wiirfe mit dem Kuboktaeder.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau 5 mal O gewurfel wird.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau 5 mal ein Dreieck gewtir-
felt wird.

¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 5 mal O gewtrfel
wird.
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d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 5 mal ein Dreieck
gewurfel wird.

e) Jemand wettet, dass er bei 12 Wiirfen mit dem Kuboktaeder genau 4 mal [J
erziele. Wie gross ist die Gewinnwahrscheinlichkeit?

f) Was miusst er tippen um die héchsten Gewinnchancen zu erzielen?

Lésung:
Wir betrachtetn die Gewinnwahrscheinlichkeit fir die Anzahl Zahl geméass der
Binomialverteilung:
i | 0 | 1 | 2 3 | 4 | 5 | 6
pi | 1.5 [ 4.87-107% | 0.0000724 | 0.000653 | 0.00397 | 0.0172 | 0.0542 |
x| 7 | 8 | 9 | 10 11 | 12 |
p; | 0.126 \ 0.212 \ 0.255 \ 0.207 | 0.102 \ 0.0229 \

f) Die hochsten Gewinnchancen ist bei P(X = 9) und betragt 0.255. Alternative,
wir rechnen mit dem Erwartungswert:

1t = 8.76 also P(X = 9) = 0.225 .

Beispiel 6.8 Gliicksrad (Erwartungswert, Varianz) 2Y8ZUF

~

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz fir die Anzahl (total) der richtigen
Tips beim Gluckrad fiir n = 10, ..., 100 Spiele. Trefferwahrscheinlichkeit p = 1/3.

Lésung:
n | 10 | 20 | 50 | 100
p | 3.33 | 6.67 | 16.67 | 33.33
o] 2.1 | 42 | 105 | 21
Herleitung ; und ¢ Binomialverteilung
Beispiel 6.9 Wichtige Ausdriicke P1XQ8T W
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Vereinfache die Ausdriicke fir die Binomialverteilung P(X = z)

Lésung:

PX=x2) =7

2 P(X=1) = ?

=1
n
S @’ P(X=12) = o+
=1
ptqg = 1

LE

Ableitung zuerst links (¢ + p - t)", dann rechts (}°)_, ...) durchfiihren.

Lésung:
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fit)=(q+p-t)" = ;}@)qn‘m-pf‘ t
ft)y=n-(a+p-t)""'p = z_(:)@) ¢ p a7
f’(l)zn‘(q+p)”*1 p = Z%(Z)qnxpw‘r
. n_l. = - —
n (q+:pl) p ;OP(X )@
=p
po= n-p

-
Beispiel 6.11 Herleitung Varianz o2 bei der Binomialverteilung 8IVN74

Lésung:

P pep
—_———

p(—p+1)

f@)=(qg+p-t)" = Zn: <n> R

X
=0

') =
(1)

Ableitung zuerst links (¢ + p - t)”, dann rechts (") _, ...) durchfithren.

=0
n n
ZP(X:x)-aszZP(X =zx)-x
=0 =0
-0 + M2 =
o+ u* —p
o2

6.4 Simulation der Binomialverteilung

In den folgenden Beispielen wird gezeigt, wie in Simulationen experimentelle Wahr-
scheinlichkeiten bestimmt werden. Dabei wird gleichzeitig die praktische Konse-
quenz der obigen Gesetze fur die Binomialverteilung gezeigt.
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Beispiel 6.12 Simulation Gliicksrad 84J2YS

Fuhren Sie mit matlab folgenden Versuch durch.

a) Am Gliucksrad werden 10 zufdllige Zahlen zwischen 1 und 3 erzeugt. Ein
Hellseher gibt vor der Ziehung jeweils seinen Tip ab. Zahlen Sie die richtigen
Tips.

Befehle: 1:10, randi ([l 51,1,6), sum

b) Schreiben Sie eine Haufigkeitsverteilung. Die Position in der Liste sagt, wie-
viele richtige Tipps abgegeben wurden. Z.B bedeutet die Liste

(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0)
dass ein Versucht durchgefiihrt wurde und dabei 2 richtige Tipps waren. Z.B.
(27 0’ 0’ ]" 07 07 07 07 07 07 0)

bedeutet, dass 3 Versuche gemacht wurden, davon 2 mit O richtigen Tipps
und 1 mit 3 richtigen Tips.

Fuhren Sie dann den Versuch 1000 mal durch (jedes Mal Anzahl richtige Tips
in Liste hinzuftigen!). Erstellen Sie so eine Haufigkeitsverteilung.

Befehle: for i=1:mmax ... end

Lésung:

n=10

r= randi([1 3],1,n) % Zahlen vom Rad

t= randi([1 3].,1,n) % Tips von Hellseher
inx=sum/(r==t) % Anz richtige Tips

n=10 ; mmax=10"3;
sta=(1:n+1)*0; %

for i=1:mmax

r= randi([1 3],1,n);

t= randi([1 3],1,n);
inx=sum(r==t);

sta (inx+1)=sta(inx+1)+1;
end

Beispiel 6.13 Gliicksrad: Wahrsch.-verteilung und Summenfunktion R7B3FX|

¢ Berechnen Sie die Summenfunktion.

* Notieren Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung und die Summenfunktion
in einer Tabelle,

¢ und stellen Sie die Daten graphisch dar.
Befehle: sum, cumsum, plot, hold on/off

Lésung:

xi=(1l:n+1)-1; % Legende fur sta: Anzahl der Treffer
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pp=sta/sum(sta); % probabbility distribution from experiment
plot (xi,pp)

ppv=cumsum/(pp)

hold on

plot(xi,ppv)

hold off

Treffr | 0o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9]10

W.verteil. | 0.014 | 0.076 | 0.210 | 0.265 | 0.216 | 0.141 | 0.054 | 0.021 | 0.003 | O 0

Summenf. | 0.014 | 0.090 | 0.300 | 0.565 | 0.781 | 0.922 | 0.976 | 0.997 | 1/0 | 1.0 | 1.0
I

Beispiel 6.14 Gliicksrad: ;(n) und o2%(n) 3XDGE6

a) Benutzen Sie das Model fur das Gliicksrad. Berechnen Sie den Erwartungs-
wert der Anzahl Treffer und die Varianz.
Befehle: «

b) Andern Sie nun das Spiel: Am Gliicksrad werden n zufillige Zahlen zwischen
1 und 3 erzeugt (mit n=10,20,50,100). Machen Sie wieder 1000 Durchlaufe
und notieren Sie Erwartungswert und Varianz der Treffer.

c) Stellen Sie die Tabelle graphisch dar.

d) Formulieren Sie eine Vermutung fiir u(n) und o%(n).

Lésung:

a) Erwartungswert der Anzahl Treffer und die Varianz

nmu=xis*pp’ % mean
%mu = 3.3120
sig=(xi-mu).*2+pp’ % varianz
%sig = 2.2707

b) 1000 Durchlaufe

10 | 20 | 50 | 100
3.3120 | 6.7150 | 16.5310 | 33.3400
2.2707 | 4.3518 | 11.2490 | 23.9944

n
I
o

2

¢) Graphische Darstellung

25

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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d) Vermutung
p(n) o< nund o?(n) xn

Beispiel 6.15 Gliicksrad 1 (p) und o2(p) ERRPHC

a) Andern Sie nun das Spiel: Am Gliicksrad werden 10 zufillige Zahlen zwi-
schen 1 und r erzeugt (mit =2,3,5,10,20). Machen Sie wieder 1000 Durch-
laufe und notieren Sie Erwartungswert und Varianz der Treffer.

b) Stellen Sie die Tabelle grafisch dar

c) Formulieren Sie eine Vermutung ftr die Abhangigkeit von p(p) von p und far
die Abhéngigkeit von ¢2(p) von

p-(1-p).
Lésung:

a) Erwartungswert und Varianz der Treffer

2 3 5 10 20
2.4133 | 2.1275 | 1.6220 | 0.9160 | 0.4938
21 5.0260 | 3.3500 | 2.0550 | 0.9940 | 0.5140
0.5 0.33 0.2 0.1 0.02

iSEESERSN

b) Graphische Darstellung der Tabelle

5.5 T T T T T T T T 25

5 y
451 1 2t
ne
35 § 15[
* 3r 1 %
251 § 1

2t

151 1 051

1t

05 . . . . . . . . . . . .
005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
p p*q

c) Vermutungen:
pu(n,p) ocn-pund o*(n,p) cn-p- (1 —p)
~——
q

Beispiel 6.16 Gliicksrad (Erwartungswert, Varianz) LH6GTH

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung und die Summenfunktion fir
das Glucksrad (p = 1/3, n = 10) und vergleichen Sie mit den Resultaten aus der
Simulation.

Befehle: cumsum, nchoosek(n,x) .= ./ A
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Lésung:

Simulation:

Treffr | 0 | 1 | 2 | 3 4 | 5 6 | 7 8 | 9|10
W.verteil. | 0.014 | 0.076 | 0.210 | 0.265 | 0.216 | 0.141 | 0.054 | 0.021 | 0.003 | O 0]
Summenf. | 0.014 | 0.090 | 0.300 | 0.565 | 0.781 | 0.922 | 0.976 | 0.997 | 1/0 | 1.0 | 1.0
Theorie:

Treffr | o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | |7 | 8
W.verteil. | 0.0173 | 0.0867 | 0.1951 | 0.2601 | 0.2276 | 0.1366 | 0.0569 | 0.0163 | 0.0030
Summenf. | 0.0173 | 0.1040 | 0.2991 | 0.5593 | 0.7869 | 0.9234 | 0.9803 | 0.9966 | 0.9996

Zusammenstellung der Resultate

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 . 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0 0.05 0.1 o 0.15 0.2 0.25
Beispiel 6.17 Gliicksrad (Erwartungswert, Varianz) 2Y8ZUF )

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz das Glicksrad (p = 1/3) fiir ihre
Simulation. Zum Vergleich finden Sie die Angaben der Binomialverteilung in der

Tabelle.

Lésung:
Simulation:

n \ 10 \ 20 50 \ 100
n | 3.33]6.67 | 16.67 | 33.33
o2 2.1 | 4.2 10.5 21
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| 10 | 20

50

100

Q. = |3

2

3.31
2.27

6.71
4.35

16.53
11.25

33.34
23.99

67



KAPITEL /

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

( Lernziele 7.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

* Die Studierenden kennen die Binomial- und die Poissonverteilung. Mit Hil-
fe von Excel oder Matlab kénnen sie Wahrscheinlichkeiten fir die Vertei-
lungen angeben.

¢ Die Studierenden kennen Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Summen-
funktionen. Sie konnen Summenfunktionen benutzen um Wahrscheinlich-
keiten fiir Intervalle (P(z > 5)) zu berechnen.

¢ Die Studierenden kénnen die Bionomialverteilung mit der Poissonvertei-
lung ndhern und kennen die Bedingung, dass die Naherung sinnvoll ist
(n > 100 und p < 0.1).

¢ Die Studierenden kennen stetige Verteilfunktionen. Sie kénnen normier-
bare Funktionen normieren und so stetige Verteilfunktionen generieren.

¢ Die Studierenden kénnen anhand von stetigen Verteilfunktionen ¢ und de-
ren Summenfunktion ® Wahrscheinlichkeiten auf Intervallen berechnen.

¢ Die Studierenden kennen die Normalverteilung. Mit Hilfe von Tabellen, Ex-
cel und Matlab kénnen sie Wahrscheinlichkeiten und Quantile fir die Ver-
teilungen angeben.

¢ Die Studierenden kénnen Angaben zwischen Realraum = und z-Raum (Ar-
gument der standardisierten Normalverteilung) in beide Richtungen trans-

formieren.
T —p
ag

* Die Studierenden kennen den Unterschied zwischen einseitigen und zwei-
seitigen Quantilen. Sie kénnen tiber p = 1—« einseitige und tber p = 1—a/2
zweiseitige Quantile in Tafeln auslesen.

* Die Studierenden kénnen die Bionomialverteilung mit der Normalvertei-
lung ndhern und kennen die Bedingung, dass die Naherung sinnvoll ist
(02 > 9, Moivre und Laplace).
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Beispiel 7.1 Gliicksrad, Binomial-Verteilung 84J2YS

Bei einem Glucksrad (3 unterscheidbare Felder am Rad) errédt jemand von bei
10 mal Drehen 7 Mal den Ausfall richtig.
Binomialverteilung mit n = 10, p =1/3

Anz. Richtige O 1 2 3 4 5 6
Di 0.0173 0.0867 0.1951 0.2601 0.2276 0.1366 0.0569
> i 0.0173 0.1040 0.2991 0.5593 0.7869 0.9234 0.9803
Anz. Richtige 7 8 9 10
Di 0.0163 0.0030 0.0003 0.0000
> o pi 0.9966 0.9996 1.0000 1.0000

a) Was ist die Wahrscheinlichkeit genau 7 Resultate richtig vorauszusagen?
b) Was ist die Wahrscheinlichkeit genau 5 Resultate richtig vorauszusagen?
¢) Was ist die Wahrscheinlichkeit héchstens 5 Resultate richtig vorauszusagen?

d) Was ist die Wahrscheinlichkeit mindestens 7 Resultate richtig vorauszusa-
gen?

e) Wieviele richtige Voraussagen erwarten wir? (Mittelwert und Standard-Ab-
weichung)

Lésung:

03rr——T—7T——T—T—T—T—TT T 1

0.25+

0.2t

X 0.15¢ 1 &Jo05f
o

01+

0.051

0
0123456738910 0123456738910
X X

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung und die Summenfunktion der Binomialver-
teilung mit n = 10, p = 1/3.

a) P(X =7)=0.0163
b) P(X =5) = 0.1366
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c) P(X <5)=0.9234
d P(X>7)=1-) P(X <6)=0.0197

e) u=n-p=333,02=n-p-(1—-p) =222, 0=150

7.1 Naherung der Binomialverteilung mit der Poissonver-
teilung

Infobox 7.1 Anwendung der Poisson-Verteilung

Fuar n > 100 und p < 0.1 kann statt der Binomial-Verteilung auch die Poisson-
Verteilung benutzt werden.
Fur die Poisson-Verteilung gilt

p=n-pund o?>=n-p

[ Beispiel 7.2 Gliicksrad, Poisson-Verteilung R7B3FX |

Bei einem Gluicksrad (20 unterscheidbare Felder am Rad) errat jemand von bei
100 mal Drehen 11 Mal den Ausfall richtig.
Wir ndhern mit der Poisson-Verteilung mit n» = 100 und p = 1/20.

Anz. Richtige 0 1 2 3 4 5 6
Di 0.0067 0.0337 0.0842 0.1404 0.1755 0.1755 0.1462
> i 0.0067 0.0404 0.1247 0.2650 0.4405 0.6160 0.7622
Anz. Richtige 7 8 9 10 11 12
Di 0.1044 0.0653 0.0363 0.0181 0.0082 0.0034
> o pi 0.8666 0.9319 0.9682 0.9863 0.9945 0.9980

0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 0 12 14 16

a) Was ist die Wahrscheinlichkeit genau 11 Resultate richtig vorauszusagen?
b) Was ist die Wahrscheinlichkeit genau 5 Resultate richtig vorauszusagen?
c) Was ist die Wahrscheinlichkeit hochstens 5 Resultate richtig vorauszusagen?

d) Was ist die Wahrscheinlichkeit mindestens 11 Resultate richtig vorauszusa-
gen?

e) Wieviele richtige Voraussagen erwarten wir? (Mittelwert und Standard-Ab-
weichung)
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Lésung:

Graphik oben: Vergleich der exakten Rechnung (blaue Balken fiir die Binomial-
Verteilung) mit der Poissonverteilung (rote Linie). Wahrscheinlichkeitsverteilung
und die Summenfunktion mit n = 100, p = 1/20.

a) P(X =11) = 0.0082, exakt mit der Binomial-Verteilung

P(X =11) = 0.0072

b) P(X =5) = 0.1755, exakt mit der Binomial-Verteilung

P(X =5) =0.1800

c) P(X <5)=0.6160, exakt mit der Binomial-Verteilung
P(X <5)=0.6160
d P(X>11)=1-> P(X <10) =0.0137, exakt mit der Binomial-Verteilung

P(X >11)=1-) P(X <10) = 0.0115

e) M:n~p:5,02:n'p:5,0:2.24

Beispiel 7.3 Bremsen fiir LKW (mit Excel, poisson_lkw_aufg.xlc) S8FBI1HI

Eine Firma stellt Bremsen fir LKWs in grosser Zahl her. Wir wissen, dass im
Mittel 0.5% Fehler aufweisen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Lieferung von 100 Bremsen genau 2 fehlerhafte Stiicke enthalt?

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit mit der Binomial-Verteilung (Spalten
G-H in poisson_lkw_aufg).

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit mit der Poisson-Verteilung. Benutzen
Sie dazu ausnahmsweise
x
P(X::c):%-ef“ mit y=n-p
und n die Grosse der Stichprobe, p die Trefferwahrscheinlichkeit. (Spalten
O-P in poisson_lkw_aufg).
In den anderen Aufgaben werden wir in Excel stets POISSON.VERT fir die
Poisson-Verteilung benutzen. Sie ist numerisch robuster, z.B. bei grossen x.

¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung gemass Binomial-Verteilung
(Spalten G-H) und Poisson-Verteilung (Spalten O-P) ftir O bis 100 fehlerhaf-
te Stiicke. Visualisieren Sie die beiden Verteilungen und vergleichen Sie die
Graphen. Was stellen Sie fest?

d) Berechnen Sie fur die Binomial-Verteilung Erwartungswert und Varianz tiber

n

E(X) = Zx -p(X =z) und Var(X) = Z(:r —uw)? p(X =2)
=0 =0
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(Spalten I-J). Ubertragen Sie die Rechnung auf die Poisson-Verteilung (Spal-
ten Q-R). Vergleichen Sie mit den Ausdriicken = n-pund 62 = n-p-q. Wo
sind die Unterschiede, wo die Gemeinsamkeiten der Verteilungen?

e) Formulieren Sie eine Hypothese fir E(X) und Var(X) fiir die Poisson-Verteilung.

f) Uberpriifen Sie, ob die Kriterien fiir die Anwendung der Poisson-Verteilung
erfullt sind:
Fuar p < 0.1 und n > 100 kann statt der Binomialverteilung auch die Poisson-
verteilung verwendet werden.

Lésung:

a) Wir lesen aus P(X = 2) = 0.3044
b) Wir lesen aus P(X = 2) = 0.3032
¢) Visualisierung unten. Die Graphen lassen sich von Auge nicht unterscheiden

d) Wir erhalten mit der Bionomial-Verteilung
p=0.5und o2 = 0.4975
Mit der Poisson-Verteilung ergibt sich
p=05und o?=0.5
Mit den Ausdriicken = n-p und 0 = n - p - ¢ ergibt sich hingegen
p=0.5und o2 = 0.4975

Wir stellen fest, dass sich ein kleiner Unterschied zwischen den Verteilungen
bei der Streuung ergibt, nicht aber beim Mittelwert.

e) E(X) und Var(X) fiir die Poisson-Verteilung:

p=n-pund o =n-p

f) Wir finden 0.005 < 0.1 und 100 > 100, d.h. die Poissonverteilung kann verwen-
det werden.

i
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7.2 Naherung der Binomialverteilung mit der Normalver-
teilung

( Satz 7.1 Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace

Eine binomialverteilte Zufallsgrosse X mit Erwartungswert £(X) = np und Va-
rianz Var(X) = np(1 — p) ist ndherungsweise normalverteilt mit den Parametern
p=n-pundo?=n-p-(1—p) Anndherung nur zulassig fiir

o?=n-p-(1-p)>9

Beispiel 7.4 Naherung der Binomialverteilung

P(X =)

p=q=05 ws|  p=0.75,q=0.25

) ) JMM
040 Jm”mm 040

[T7ETTT0 15 20 25 5 | 5710 15 20 25 30 35 ¢ 10

Ist die Naherung durch die Normalverteilung zulassig? Lésung:

n-p-(1—p)=125>9
n-p-(1—p)=9.375>9

Beispiel 7.5 Gliickrad, Normalverteilung 3XDGE6

Bei einem Gluicksrad (20 unterscheidbare Felder am Rad) errat jemand von bei
200 mal Drehen 9 Mal den Ausfall richtig.
Wir ndhern mit der Normal-Verteilung mit n = 200, p = 1/20.

Anz. Richtige O 1 2 3 4 5
Di 0.0004 0.0012 0.0030 0.0068 0.0142 0.0266
> i 0.0006 0.0018 0.0047 0.0116 0.0258 0.0524
Anz. Richtige 6 7 8 9 10
Di 0.0448 0.0680 0.0930 0.1146 0.1272
> pi 0.0972 0.1652 0.2582 0.3728 0.5000

a) Uberpriifen Sie, ob die Anwendung der Normalverteilung gerechtfertigt ist.

b) Wieviele richtige Voraussagen erwarten wir? (Mittelwert und Standard-Ab-
weichung)

c¢) Was ist die Wahrscheinlichkeit genau 9 Resultate richtig vorauszusagen?
d) Was ist die Wahrscheinlichkeit genau 7 Resultate richtig vorauszusagen?
e) Was ist die Wahrscheinlichkeit héchstens 7 Resultate richtig vorauszusagen?

f) Was ist die Wahrscheinlichkeit mindestens 9 Resultate richtig vorauszusa-
gen?

Lésung:
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Vergleich der exakten Rechnung (blaue Balken fir die Binomial-Verteilung) mit
der Normalverteilung (rote Linie). Wahrscheinlichkeitsverteilung und die Sum-
menfunktion mit n = 200, p = 1/20.

a) Gerechtfertigt, denn

9
200 > ~ 190
1/20- (1 — 1/20)

b) 1 =10, 02 =9.5, 0 = 3.08

c) P(X =9)=0.1146
d) P(X =7)=0.068
e) P(X <7)=0.1652
P(X>9)=1-YP(X <8)=0.7418
ﬁnfobox 7.2 Notation Normalverteilung \

Wir schreiben X ~ N(2,4) um auszudricken, dass die Zufallsvariable X nor-
malverteilt ist, mit Mittelwert ; = 2 und Varianz o2 = 4.
Allgemein also X ~ N (u,0?)
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/ Infobox 7.3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen in Excel \

Wir benutzen folgende Ausdriicke:

* © Anzahl Treffer

* n Anzahl Versuche

¢ p Trefferwahrscheinlichkeit
Fur die Binomial und ftir die Normalverteilung ergibt sich

p=n-pundo®=n-p-(1-p)
Fur die Poisson-Verteilung
p=n-pund o®>=n-p

In Excel kénnen die Verteilungen wie folgt generiert werden werden:

* Binomialverteilung
BINOM.DIST(x; n;p; cumulativ)

* Poisson-Verteilung
POISSON.DIST(x; p; cumulativ)

* Normalverteilung
\ NORM.DIST(z; p; o;cumulativ) /

Infobox 7.4 Unterschiede der W.verteilungen in Excel \

* Beachte, dass die Verteilungen unterschiedliche Input-Parameter benut-
zen, z.B. n und p bei BINOM.DIST(x; n;p; cumulativ) aber p und o bei der
Normalverteilung NORM.DIST(x; p; o;cumulativ).

* Bei der Normalverteilung sind ¢ und ¢ manchmal direkt gegeben; ansons-
ten berechnen wir diese Grossen durch

p=n-pund o> =n-p-(1—p)

* Beachte auch, dass in den Aufgabenstellungen mit X ~ N (u,0?) die Vari-
\_ anz gegeben ist und nicht der Input-Parameter o. J

Beispiel 7.6 Wahrscheinlichkeitsverteilungen in Excel E13RRS8

Erzeugen Sie folgende Wahrscheinlichkeitsverteilungen in Excel und lesen die
gefragten Werte aus. Vergleichen Sie mit den Wahrscheinlichkeitsverteilungen
oben.

a) Binomialverteilungen, n = 10, p = 1/3;
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¢) Normalverteilung n = 200, p = 1/20
PB8<X<9), P(T<X<8), PIX<9), P(X>T7)
Hinweis: Hier wird die Normalverteilung nicht als Naherung der Binomalver-
teilung benutzt, deshalb rechnen wir mit P(X > z) =1 - P(X < z)

Lésung:

a) Binomialverteilungen, n = 10, p = 1/3;
P(X =7)=0.0163, P(X =5) = 0.1366
P(X <7)=0.9966, P(X >5)=1—P(X >4)=0.2131
b) Poissonverteilung n = 100, p = 1/20
P(X =11) =0.0082, P(X =5)=0.1755
P(X < 11) = 0.9945, P(X >5) =1 — P(X > 4) = 0.5595
¢) Normalverteilung n = 200, p = 1/20
P(8 < X <9)=0.1146, P(7 < X <8) = 0.0930

P(X <9)=03728, P(X >7)=1— P(X < 7) =0.8348
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/ Infobox 7.5 Normalverteilung: Naherung diskret vs. stetige Verteilung \

0.14

0.12 M m

0.1 f \
0.08 7— \

0.06

p(X)

0.04

mﬂﬂ rﬂm

0 5 10 15 20
X

* Bei diskreten Verteilungen ist P(X > z) =1— P(X <z — 1) also z.B.

P(X >16) =1 — P(X < 15)

* Bei stetigen Verteilungen ist P(X > z) = 1 — P(X < z) oder auch
P(X>z)=1-P(X <x)

also z.B.
P(X >16)=1—- P(X <16)

* Wird die Normalverteilung als Naherung fiir eine diskrete Verteilung be-
\_ nutzt rechnen wir mit P(X > z)=1—-P(X <z —1) Y,

/ Infobox 7.6 Stetigkeit der Normalverteilung \

¢ Die Normalverteilung kann auch far P(X < 9.1) ausgelesen werden, oder
allgemein fiir P(X < z), wobei z € R.

e Wir nennen die Normalverteilung deshalb eine stetige Verteilung.

* Weil sie so wichtig ist und frither kein Excel zur Verfligung stand, ist X ~
\_ N(0,12) in Tabellen angegeben. Y,

7.3 Die Normalverteilung (mit der Tabelle)

In Abb. a) sieht man: Viele Messgrossen (z.B. die Kérpergrosse von Menschen)
gehorchen der Normalverteilung. Geméass Bundesamt fiir Statistik sind (2017) Frau-
en durchschnittlich ¢ = 164.7 cm gross mit einer Standard-Abweichung ¢ = 12 cm,
und Manner p = 177.4 cm mit einer Standard-Abweichung ¢ = 15 cm. Unabhangig
davon, was gemessen wird: Bei diesen Verteilungen bleibt immer gleich, dass z.B.
sehr viele Menschen eine Korpergrosse zwischen p — ¢ und p + ¢ haben (es sind
68.2%), aber nur wenige eine Korpergrosse tiber p + 30. Deshalb wird die Normal-
verteilung standardisiert: Abb. b) auf der z-Achse wird die Grosse geteilt duch
o. Es entsteht die Variable z ohne physikalische Grosse. Ausserdem wird die Kurve
(blau) so skaliert, dass die Gesamtflache unter dem Graphen 1 ergibt. Wir erhalten
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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a) d 1)

34.1%| 34.1%

00 01 02 03 04

n T
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fz)
b) 0; €)

Z] -210 Z; Z

Abbildung 7.1: Darstellungen der Normalverteilung (b-f sind standardisiert)

/ Definition 7.1 Standardisierte Normalverteilung \

Die standardisierte Normalverteilung besitzt eine Dichtefunktion der Form

F(2) = 6(2,0,1) = j%

\und ist flir —oo < z < oo definiert. /

Sie wird in Excel mit NORM.VERT (z; 0; 1;False) erzeugt. Wir interessieren uns
meistens fur Flachen unter dem Graphen von f(z). Die kann man leider nicht analy-
tisch berechnen. Man verwendet zur Berechnung Excel mit NORM.VERT (z; 0; 1; True)
oder die Tafel T.1 im Skript. Dort sind die Werte tabelliert als Funktion der oberen

Grenze z:
P(Z <z) / f(t) ®(2,0,1) ﬁ/

Die Stammfunktion von f(¢) schreiben wir als ®(z,0,1). Da es zu jeder Funktion
viele Stammfunktionen gibt, legen wir zusétzlich fest (0,0,1) = 1. Abb. c) zeigt
noch einmal, was wir aus der Tafel T.1 auslesen oder mit NORM.VERT (z; 0; 1; True)
berechnen: Es ist die Flache unter dem Graphen zwischen —ooc und z, d.h. die Form
des blauen Graphen f(z) ist weniger wichtig.

In der Tabelle T1 ist die Flache nur fiir z; > 0 angegeben. Abb. d) zeigt wie
man auch fir z; < 0, die Flache berechnen kann:

P(Z<Zl):1—‘1)(Z:—Z1)

Abb. e) zeigt, wie man Flachen berechnen kann, wenn eine obere und eine
untere Grenze gegeben ist:

P(Zl <Z<22):(I)(Z:ZQ)—(I>(Z:Z1)

Schliesslich zeigt Abb. f), wie man die Flache fir symmetrische Bereiche berech-
nen kann:

P(—Zl < Z< Zl) = q)(Z = 21)—CI)<Z = —21) = ‘I)(Z = Zl)—(l—(I’(Z = Zl)) = Q‘I)(Z = Zl)—l
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Beispiel 7.7 Normalverteilung: Oben begrenzte Wahrscheinlichkeiten YZ- )
PJ14

Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten einer standardisierten Nor-
malverteilung, d.h. Z ~ N(0,1).

a) P(Z <2.34)

b) P(Z < 3.21)

Lésung:

Wir lesen aus

a) P(Z <2.34) =0.9904
b) P(Z <3.21) = 0.9993

Zweiseitig begrenzte Flachen werden berechnet tiber

P@nggzg:i/ﬁf@Mﬁ:/wf@Mt—/nf@ﬂt:@@maly—éwhan

Das Verfahren ist das selbe, wie bei Funktionen, die eine analtische Stammfunktion
besitzen.

Beispiel 7.8 Normalverteilung: Oben begrenzte Wahrscheinlichkeiten, ne- )

gative Grenzen YZPJ14

Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten einer standardisierten Nor-
malverteilung, d.h. Z ~ N (0,1).

a) P(Z < —2.34)

b) P(Z < -3.21)

Lésung:

Wir lesen aus

a) P(Z <2.34)=1-0.9904 = 0.0096
b) P(Z <3.21) =1-10.9993 = 0.0007

Ist eine Grenze negativ, d.h. —z < 0, kann mit der Gegenwahrscheinlichkeit
gerechnet werden:

P(Z<—2)= %f@ﬁ:1—/zf@ﬁ:1—wamn

Beispiel 7.9 Standardisierte Normalverteilung 046938 |

Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten einer standardisierten Nor-
malverteilung, d.h. Z ~ N (0,1).

a) Ein-o-Bereich: P(-1 < Z <1)
b) Zwei-o-Bereich: P(—2 < Z < 2)

¢) Drei-o-Bereich: P(—3 < Z < 3)
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b)

d)

€)

P(-3<Z<1)

= &(1,0,1) — ®(—1,0,1) = 0.8413 — 0.1587 = 0.6827
= $(2,0,1) — ®(—2,0,1) = 0.9772 — 0.0228 = 0.9545
= ®(3,0,1) — ®(—3,0,1) = 0.9987 — 0.0013 = 0.9973

= &(1,0,1) — ®(—1,0,1) = 0.8413 — 0.1587 = 0.6827

P(Z < —%) + P(Z > %)

®(—0.5,0,1) — ®(—00,0,1) + [®(c0,0,1) — (0.5,0,1)]
0.308538 — 0 + [1 — 0.6915] = 0.617075

= &(1,0,1) — ®(—3,0,1) = 0.8413 — 0.0013 = 0.8400
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/Infobox 7.7 Standardisierte Normalverteilung \
* Stz =1

* Wir nennen die standartisierte Normalverteilung ®(z,0,1) auch N (0,1) oder

1 1
@(Z,O, 1) = §erf (é) =+ 5

* d(z,0,1) ist die Stammfunktion von ¢(z,0, 1), deshalb gilt

1 z2 t2
Ploy < 7 < 2) = \/T/ =5 dt = ®(29,0,1) — B(21,0,1)
s 21

©(z,0,1) hat keine Elementare Stammfunktion, ®(z,0,1) findet man aufge-
listet in Tafel (z.B. T.1)

fr z; < 0 lese Tafel bei z > 0 aus:

\ P(ZSZl):lf(I)(*Zl,O,l) /

7.3.1 Die Normalverteilung mit den Parametern ; und o

/Deﬁnition 7.2 Normalverteilung mit den Parametern ; und o> \

Normalverteilung mit den Parametern ; und o2 besitzt die Wahrscheinlichkeits-
dichte: . )
(z—p)
f z = :1:7 /"1/7 0-2 = 6_ 202
(@)= ¢l 0%) = s
und ist fir —oo < = < oo definiert Die Verteilungsfunktion schreiben wir als
O(z, 1, 0?):

P(X < 2) = B(a, g, 0%) = —— /‘T U
<z)=®(z,u,0°) = e 2o
Vo2
\ 2m0% J-o /
/ Infobox 7.8 Normalverteilung \
¢ Maximum von f(x) liegt bei z = p und betragt f(u) = \/;7
* f(x) ist symmetrisch beziglich dem Maximum
* Die Wendepunkte von f(z) liegen bei z = p £+ o
\_ ¢ Je grosser o desto breiter f(x) J

N
Beispiel 7.10 Transformation auf die standardisierte Normalverteilung BB-
MXII

Fihren Sie die Transformation z = t%“ far das Integral aus und driicken Sie
den Wert mit der standardisierten Normalverteilung aus:

1 T2 (t-w?
P(a:ngng)—\/W/ e 22 dt
1

Lésung:
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Wir erhalten dt = dz - ¢ und also
1 =K 9
P <X < = i. d
o 2 X <) m/e 7
= (p(xQ_M7071)_(I)($1_M>071)

L

(Infobox 7.9 T1 benutzen fiir die Normalverteilung X ~ N (u, 0?)

Plo) < X <ap)=0(22—F 0,1) - (22—~ 0,1)
ag g

wobei ®(z,0,1) die Verteilfunktion der standardisierten Normalverteilung ist

Beispiel 7.11 Normalverteilung 013263 |

Berechnen Sie

a) die Wahrscheinlichkeit P(1 < X < 2.45) wenn X ~ N(2,4);

b) die Wahrscheinlichkeit P(—4 < X < 8) wenn X ~ N (2,4);

c) die Wahrscheinlichkeit P

(1<
(—4
(2 < X)wenn X ~ N(1,9);
(

d) die Wahrscheinlichkeit P(|X| < 1) wenn X ~ N(—1,16).
Lésung:

a) X ~N(2,4),also p=2und o = 4 =2

1-2 2.45 — 2
PI<X<245) = P(—-<Z<=—F—)

= $(0.225,0,1) — $(—0.5,0,1) = $(0.225,0,1) — [L — ®(0.5,0,1)]
= 0.5890 — 0.3085 = 0.2805

b) X ~N(2,4), also p=2und 0 = V4 =2

P(-4<X<8) = P(7472§Z§¥)
= $(3,0,1) — &(—3,0,1) = (3,0,1) — [1 — &(3,0,1)]

0.9987 — [1 — 0.9987] = 0.9974

c) X ~N(1,9),alsopy=1und o =9 =3

P2<X) = PE——<Zz<
= ®(c0,0,1) — #(1/3,0,1) = 1 — 0.6293 = 0.3707

Vergleichen wir den Wert der Tabelle (oben) mit dem aus z.B. (P = 0.369441)),
stellen wir eine Differenz von 0.0013 fest. Diese Differenz entsteht durch
die Rundung der Integrationsgrenze. Wir kénnen den Fehler beim Auslesen
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etwas verkleinern, indem wir die Werte der Tabelle linear interpolieren. Fur
den Bereich zwischen z = 0.33 und z = 0.34 gilt

5(0.33) + @(0.34)0;)?(0.33)

6331 — 0.62
= 0.6293 + 063300106 03 ~dz = 0.6293 4+ 0.38 - dz

-dz

$(0.33 4 dz)

Wir wollen also den Wert fiir dz = 0.0033 anndhern und erhalten:
®(0.33 4+ 0.003) = 0.6293 + 0.38 - 0.003 = 0.630567

und also
1 —0.630567 = 0.369433

Der Fehler betragt nur noch 8 - 1076

d) X ~N(-1,16), also y=—-1und o = /16 = 4

pix|<1) = P <z <20,

= ®(1/2,0,1) — ®(0,0,1) = 0.6915 — 0.5 = 0.1915

/Infobox 7.10 Fiir die Normalverteilung gilt \

_(e=p)?
e E(X) = \/;r?ffoooxe 222 dr=p

(=)
® Var(X) = \/2;7ffooo 22 37 dy = o?
“Die Parameter der Normalverteilung lassen sich damit leicht deuten: p ist

\der Erwartungswert der Zufallsgrosse X und ¢? die Varianz.” )

Beispiel 7.12 Stammfunktion und Fliache UNXL5Z )

Berechnen Sie mit der Stammfunktion ®(x) das Integral

6
1
—d

/o @21
N

22+ 1

O(z) = log <x+ x2+1> —/go(a:)dx

Lésung:

Wir substituieren z = % d.h.dz =2 dz:

5 1 31
/0 7%@/2)2 n 1dx = 2/0 T n 1dz
= 2[e(2)];
= 2(®(3) — ®(0)) ~ 3.637

6 1
/0 NS
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Beispiel 7.13 Korpergrosse (2017) LZPYSY |

Frauen messen in der Schweiz durchschnittlich p = 164.7 cm mit einer Standard-
Abweichung ¢ = 12 cm, und Manner ;. = 177.4 cm mit einer Standard-Abweichung
o = 15 cm. Anzahl Frauen Ny = 3560275 und Anzahl Manner N,; = 3475 924.

a) Wieviel Prozent der Frauen sind 164.7 cm gross oder kleiner?

b) Wieviel Prozent der Manner sind zwischen 177.4 — 15 cm und 177.4 + 15 cm
gross?

c) Wieviel Prozent der Frauen sind grosser als 172 cm?
d) Wieviel Prozent der Manner sind grosser als 194 cm?
e) Wieviele Frauen sind grosser als 200 cm?

f) Wieviele Manner sind kleiner als 150 cm?
Lésung:

a) P(X <p)=05

(
b) Plu—o <X <pu+o)=0.68
0 P172 < X)=1— P(172 < X) = 0.27
(

d) P(194< X)=1- P(194 < X) = 0.13

€) n = Npx P(X > 200) = 5811

f) n= Ny x P(X < 150) = 117747

A\ J

7.3.2 Quantile der Normalverteilung

/Infobox 7.11 Riicktransformation \

Mit der Transformation
T=z-0+pu

kénnen Grenzen der standardisierten Normalverteilung fir die Normalvertei-
lung mit Parametern p und o “tbersetzt” werden.
Die Quantile der standardisierten Normalverteilung finden sich in Tafeln, z.B.

\ T.2. /

Beispiel 7.14 Quantile

Berechnen Sie die Grenzen x

a) P(zx > X)=0.88wenn X ~ N (1,9);

b) P(X > x) =0.75 wenn X ~ N (2,4);

¢) P =0.36, Grenzen symmetrisch um g wenn X ~ N (-1, 16).

Lésung:
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c)

—685)
L

a) p=1X !

Wir nehmen zuerst eine Normalverteilung mit ¢ = 0 und o2 = 9, d.h. die z-
Werte sind symmetrisch um 0 verteilt.

In Excel berechnen wir P(z > X) = 0.88 = 2’ = 3.525 mit dem Befehl
NORMINV (0.88; 0; 3). Die gesuchte Grenze liegt bei z = yu + 2/ = 4.525

)

b) X p=2
P(X —2 <) =0.75 wenn X ~ N (2,4); Wir nehmen zuerst eine Normalvertei-
lung mit ¢ = 0 und o2 = 4, d.h. die z-Werte sind symmetrisch um 0 verteilt.
Da wir eine untere Grenze suchen, arbeiten wir mit der Gegenwahrschein-
lichkeit P = 0.25. In Excel berechnen wir P(z' < X) = 0.25 = 2’ = —1.349,
NORMINV (0.25;0;2). Die gesuchte Grenze liegt bei z = p+ 2/ = 2 — 1.349 =
0.651

P =0.36 wenn X ~ N(—1,16). Wir betrachten eine Normalverteilung um 0 mit

der selben Varianz.
Qose / Qose
o’=4 =4

Jn 0.3&

u=-1 7 =0 X 7

Die Wahrscheinlichkeit, die ausserhalb der gesuchten Grenze liegt ist P, = 1—
0.36. Unterhalb der gesuchten unteren Grenze wird der Anteil P, = % =0.32
liegen. Daftir konnen wir die Grenze berechnen: P(z < X) = 032 = =z =
—1.8708 =NORMINV (0.32;0;4) Wir kénnen die Grenzen auch angeben mit
—1+2=-2.8708 und —1 — x = 0.870795.

Beispiel 7.15 Normmaobel (2017) 6K3U08

a)

b)

c)

Frauen messen in der Schweiz durchschnittlich p = 164.7 cm mit einer Standard-
Abweichung o = 12 cm, und Manner ;. = 177.4 cm mit einer Standard-Abweichung
o = 15 cm. Anzahl Frauen Ny = 3560275 und Anzahl Manner Ny, = 3475 924.

Eine Ttre ist so ausgelegt, dass sich 68% der Frauen nicht bticken mussen.
Wie hoch ist sie?

Wie hoch ist die Tlire, wenn sich 98% der Manner nicht biicken mitissen?

Ein Sitz (z.B. der SBB) wird so ausgelegt, dass 85% der Frauen darin bequem
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sitzen koénnen. Wie gross ist die kleinste Frau, die noch bequem sitzt? Wie
gross die grosste?

d) Wenn der Sitz fir 85% der Manner ausgelegt ware, wie gross ist der kleinste
Mann, der bequem sitzt? Wie gross der grosste?

Lésung:

a) 170.65 cm
b) 212.4 cm
¢) Die Frauen sind zwischen 149.6 und 178.6 cm gross.

d) Die Manner sind zwischen 156.7 und 194.1 cm gross.

A\

G

7.4 Normalverteilung mit Excel

ﬂ)eﬁnition 7.3 Standardisierte Normalverteilung

\
L Z ~ N(0,1%) )
W
|

‘ Beispiel 7.16 Normalverteilung Wahrscheinlichkeiten

Berechnen Sie P(Z < 1) fur Z ~ N(0,1) Lésung:
Mit NORM.DIST (x = 1; u = 0; 0 = 1;cumulative) erhalten wir 0.841345

Beispiel 7.17 Normalverteilung Wahrscheinlichkeiten P1XQ@S8T

Berechnen Sie

a) P(-1<Z<1)far Z ~ N(0,1)

b) P(Z <0.842) fiir Z ~ N'(0,1)

c) P(9.1 < X <10.783) fur X ~ N(9.1,4)
(

d) P(X < 7.66) fir X ~ N(3.45,25)
Lésung:

a) P(-1 < Z < 1) = 0.6827. Da ¢? = ¢ = 1, haben wir die Wahrscheinlichkeit
berechnet, fiur P(u — 0 < X < p+ o). Es ist praktisch, dass man sich far
die Skizzen der Wahrscheinlichkeitsverteilung merkt; dass in diesem Bereich
rund 2/3 der Wahrscheinlichkeit liegt bei der Normal-Verteilung.

b) P(Z < 0.842) = 0.80

c) P(9.1 < X <10.783) =0.30

d) P(X < 7.66) = 0.80
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/ Infobox 7.12 Quantile der Normalverteilung \

* Far die Aufgabe P(X < z) = 0.8 mit X ~ N(3.45,25), wo x obere Grenze
gesucht ist benutzen wir in Excel NORMINV(P,u,0) hier also
NORMINV(0.8,3.45,5)

* Beachte, dass NORMINV mit der Standard-Abweichung ¢ und nicht mit
\_ der Varianz o? rechnet. J

Beispiel 7.18 Quantile der Normalverteilung 7NKWLE )

Berechnen Sie die Grenze = der Quantile

a) P(X <z)=0.9Dbei X ~ N (3.45,25)

b) P(X < z) =2 bei X ~ N(5,100)

c) P(x < X)=0.1bei X ~N(3.45,9) (untere Grenze gesucht).
( )

d) P(zx < X)=0.2bei X ~N(8, 0.052) (untere Grenze gesucht).

Lésung:
a) x = 9.8578
b) x =9.3073

¢) Mit P(X < z) = 0.9 erhalten wir x = 7.29

d) Mit P(X < z) = 0.8 erhalten wir x = 8.0421

Oft wird eine zweiseitig begrenztes Intervall gesucht, das heisst zum Beispiel
P’ < X < z) =08 mit X ~ N(3.45,25) wobei z und z/ symmetrisch um den Er-
wartungswert p = 3.45 liegen sollen. Fur diesen Fall rufen wir uns in Erinnerung,
dass

P(X <z')=0.1

und wir also mit dem einseitig begrenzten Intervall
P(X <z)=0.8+0.1

rechnen konnen.
Allgemein:

(Infobox 7.13 Quantile symmetrisch \

Far das symmetrische (zweiseitige Quantil) P(z’ < X < z) =1 -« und X ~
N (u, 0?) rechnen wir mit dem einseitig begrenzten Quantil
«

‘ Beispiel 7.19 Symmetrische Quantile 2Y8ZUF W

Berechnen Sie die Grenzen der symmetrischen, zweiseitig begrenzten Quantile.
Geben Sie die unterte und die obere Grenze an.
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a) P=0.9 fur X ~ N(3.45,25)
b) P =2 fiir X ~ N (5,100)

c) P=0.99 fir X ~ N (3.45,9)
d) P =0.8 fir X ~ N(8,0.05%)

Lésung:

a) x = 11.6743, 2’ = —4.7743
b) x = 14.6742, 2’ = —4.6742
c) x=11.1775, ' = —4.2775

d) x =8.0641, 2’ = 7.9359
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KAPITEL @

Statistische Tests

[ Lernziele 9.1 Statistische Tests

* Die Studierenden kénnen aus einer Aufgabenstellung Nullhypothese und
Alternativhypothese formulieren.

* Sie kénnen unter der Annahme der Nullhypothese die Wahrscheinlich-
keitsverteilung berechnen.

¢ Die Studierenden konnen statistische Schliisse ziehen unter Berticksich-
tigung des Signifikanzniveaus.

Beispiel 9.1 Ubersinnliche Kriifte 447DHG

Das Glucksrad mit 3 Zahlen (Trefferwahrscheinlichkeit p = 1/3) wird 10 Mal
gedreht. Jemand errat 7 Zahlen richtig. Hat er tibersinnliche Krafte?
Signifikanzniveau a = 0.05.

a) Nullhypothese Hjy und Alternativhypothese H;
b) Wir nehmen an H; stimmt: Berechne Wahrscheinlichkeiten
c) Statistischer Schluss

d) Irrtumswahrscheinlichkeit?

% 2 3 4 5 6 7 8

P(X =x) 0.1951 0.2601 0.2276 0.1366 0.0569 0.0163 0.0030

P(X <x) 0.2991 0.5593 0.7869 0.9234 0.9803 0.9966 0.9996

1—-P(z<=z) 0.7009 0.4407 0.2131 0.0766 0.0197 0.0034 0.0004
Lésung:

a) Nullhypothese Hy und Alternativhypothese H;:

° Hy: p(X =6)=1/3
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* Hi: p(X=6)>1/3
Einseitiger Test (>)

. Daraus folgen p = 3.3 und
= 0.0197

W=

b) Excel Binomial-Verteilung mit n» = 10, p =
0?2 =22. Wirlesenaus P(X >7)=1-P(X <6

~—

¢) Statistischer Schluss: Die Wahrscheinlichkeit fir P(X > 7) ist 2% und liegt
damit unter dem Signifikanzniveau von a = 5%. Die Nullhypothese wird ab-
gelehnt und die Alternativhypothese angenommen. D.h. die Person hat aus-
sersinnliche Krafte.

d) Irrtumswahrscheinlichkeit ist 2%.

Beispiel 9.2 Asymetrischer Wiirfel? IMEX3S )

12000 Wiirfe davon x = 2107 Sechsen. Werden Sechsen bevorzugt gewtirfelt?
Signifikanzniveau a = 0.01

a) Nullhypothese H, und Alternativhypothese H; formulieren
b) Wir nehmen an H; stimmt: Berechne Wahrscheinlichkeiten
c) Statistischer Schluss

d) Irrtumswahrscheinlichkeit

x 2102 2103 2104 2105 2106 2107 2108
= 1) 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003 0.0003 0.0003

P(X <x) 0.9937 0.9941 0.9945 0.9949 0.9952 0.9956 0.9959

1—Px<z) 0.0063 0.0059 0.0055 0.0051 0.0048 0.0044 0.0041

Lésung:

a) Nullhypothese Hy und Alternativhypothese H:

®* Hy: p(X=6)=1/6
* H: p(X=6)>1/6

Einseitiger Test (>)

b) Excel Binomial-Verteilung mit n = 12000, p = %. Daraus folgen p = 2000 und
0? = 1666.7. Wir lesen aus P(X > 2107) = 1 — P(X < 2106) = 0.0048

¢) Statistischer Schluss: Die Wahrscheinlichkeit far P(X > 2107) ist 0.48% und
liegt damit unter dem Signifikanzniveau von « = 1%. Die Nullhypothese wird
abgelehnt und die Alternativhypothese angenommen.

d) Irrtumswahrscheinlichkeit ist 0.48%.
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Annahmebereich

1%
1= 2000 B
x=2107
0 _
1 %
I
R=0  -=2326] 2
7=2.621

Im Skript wird mit P(X > 2107) = 1 — P(X < 2107) = 0.0044 gerechnet, was auch
korrekt ist.

Beispiel 9.3 Weniger/mehr Halbtax-Abos? 807872

2016: 75% haben eines
2017: 270 von 350 Befragte haben eines
Argumentation mit Tafel T.2 im z-Raum.

a) Nullhypothese Hj, und Alternativhypothese H;
b) Ndherung durch Normalverteilung?
¢) Darstellung mit 2z (vorausgesetzt H)

d) Statistischer Schluss (Signifikanzniveau « = 0.1).
Lésung:

a) Nullhypothese Hj, und Alternativhypothese H;

e Hy: p(X =HA) =0.75
o Hy: p(X =HA) #0.75

Zweiseitiger Test (#)

b) Naherung durch Normalverteilung gerechtfertigt:

p=mn-p=2625, 0> =n-p(l—p)=218.75
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¢) Darstellung mit 2, (vorausgesetzt Hy): Annahmebereich far H, auslesen aus
Tabelle T.2 («, symmetrisch verteilen):

2(P = 0.95) = 1.645

x = 270 “Ubersetzen” in z:

270 — 262.5
2= ——

= 0.92582
V218.75
d) Statistischer Schluss: z = 0.92582 < 1.645 liegt im Annahmebereich = Hj
annehmen.
¢
0.5 % 0.5 %
p=262.5 ‘
x=270
¢
0.5 % 0.5 %
z=-1.645 n=0| z~1645 =z
L z=0.92582

Beispiel 9.4 Weniger/mehr Halbtax-Abos? XL6W93

Argumentiere fur die vorherige Aufgabe im z-Raum. Vorgehen:
a) o und i berechnen

b) Grenzen Annamebereich berechnen mit Tabelle

c) Grenzen Annamebereich berechnen mit Excel

d) Statistischer Schluss
Lésung:

a) ¢ und i berechnen:
0? = 218.75, u = 262.5

b) Grenzen Annamebereich berechnen mit Tabelle:

21 = —1.645, 2o = 1.645
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Annahmebereich ausgedrtick in z

x1 =210+ =250, xo9 =29 -0+ u= 276,

c¢) Grenzen Annamebereich berechnen mit Excel:

1 = 250, 9 = 276,

d) Statistischer Schluss: Die Messung liegt im Annahmebereich: Hy annehmen.

G J

Achtung: In den Beispielen und wird die Normalverteilung nur als Annéhrung an
die Binomial-Verteilung benutzt, so dass die Tabelle der Quantile der Normalvertei-
lung benutzt werden kann.
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kapTeL 10

Prafen von Erwartungswerten, Parametertests, t-Verteilung

-
Lernziele 10.1 Parametertests, ¢-Verteilung

¢ Die Studierenden kennen das statistische Verhalten des Mittelwertes als
Funktion des Stichprobenumfangs.

¢ Sie kdonnen aus 7z, s und dem Stichprobenumfang die Testgrosse ¢ berech-
nen.

* Die Studierenden kennen die Student-¢-Verteilung und wissen, dass sie die
Verteilung der Mittelwerte von zufalligen Stichproben angibt.

¢ Sie kénnen Erwartungswerte testen (ein Erwartungswert, zwei Erwartugns-
werte mit gleichem oder verschiedenem o, verbundene Stichproben).

Skrips: wst_studentt_verteilung_aufg.m

10.1 Die Student-¢-Verteilung

Beispiel 10.1 Maltosegehalt VCS8BDB

William Sealey Gosset bekommt zwei Lieferungen a 4 Siackenen mit Mal4% Fur
die Bierproduktion ist der Maltosegehalt ausschlagebend. Den misst er in g pro
100 g Malzmehl. Hier sind die Ergebnisse:

A={4,9,9,13} und B = {5,9,9, 7}

a) Das langjahrige Mittel der Lieferungen ergab einen Schnitt von 4 =8+2 g
Malzgehalt. Wir unterteilen die Lieferungen, in die die nahe am Durschnitt
liegen (20%) und die weit vom Durchschnitt liegen (80%). Zeichnen Sie die
Verteilung und die Grenzen gemass dieser Kriterien.

b) Berechnen Sie die Mittelwerte der Lieferungen und zeichnen Sie diese in die
Verteilung ein.

¢) Berechnen Sie nun den Mittelwert der Menge C = AU B

d) Vergleichen Sie die Mittelwerte. Welche Mittelwerte sind representativ, welche
nicht? Was koénnten die Griinde sein, dass die Mittelwerte so ausfallen?
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Lésung:

a) Wir erwarten 20% im Intervall [7.5,8.5], und 80% ausserhalb (wird berechnet
mit den Quantilen der Normalverteilung).

b) Die Mittelwerte der Stichproben liegen bei

T A
B

¢) Mittelwert der Menge z¢ = 7.75

= 8.75
= 6.75

d) Der Mittelwert von C fiallt am besten aus. Das tiberrascht uns nicht, denn in
einer kleinen Stichprobe kann es eher vorkommen, dass eine ‘spezielle Aus-
wahl’ von Datanpunkten vorliegt. Beispielsweise bei A liegen die Datenpunk-
te zu hoch, bei B zu tief. Je grosser die Stichprobe, desto unwahrscheinli-
cher, dass man auf eine eine ‘spezielle Auswahl’ stdsst und desto grosser die
Wahrscheinlichkeit, dass der Mittelwert nahe am korrekten Mittelwert (Er-
wartungswert) liegt.

“Kurz gekeimtes und wieder getrocknetes Getreide, meist Gerste, Weizen,

020F" 7

0.05

L o=2
u=8

12

14

Starke wird dabei in kleinere Molekule (Disaccharide, wie Maltose) zerlegt.

Roggen. Ein Teil der

Beispiel 10.2 Maltosegehalt II 77FF3E
0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 12.13 84 731 6.59 10.53 6.79 6.95 797 795 8.13
10 6.8 833 849 9.68 347 10.62 7.84 573 9.86 6.91
20 854 734 849 925 598 4.34 923 841 11.65 6.74
30 568 725 6.49 11.59 493 4.07 6.33 7.7 6.59 6.46
40 10.81 10.17 10.79 8.56 858 10.27 855 9.48 9.19 6.44
50 6.14 3.36 821 7.11 995 6. 6.87 8.1 11.97 10.0
60 593 6.64 7.84 5.1 13.6 9.6 9.29 9.07 10.02 5.5

70 534 1009 6.32 979 781 6.06 6.72 10.18 7.17 6.35
80 829 704 557 1458 7.75 892 964 497 7.88 7.41
90 7.79 11.98 7.76 10.41 10.82 11.22 555 7.88 8.09 8.46

Maltosegehalt der letzen 100 gelieferten Sacke. Die 12. Lieferungen hatte z.B.
einen Maltosegehalt von 8.33 g pro 100 g Mehl.
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a) Wie sehen Lieferungen a 4 Sacken aus? Laden Sie sich die App “Zufallszahl
UX” auf das Handy. Unter der Kategorie ‘Nummer’ kénnen Sie Zahlen erzeu-
gen zwischen 0 und 99 (Alternativ: Zufallszahl auf Google). Wahlen Sie so
zufallig 4 Sacke aus, und berechnen Sie den Mittelwert und die Standard-
Abweichung.

b) Wie werden Mittelwert und Standard-Abweichung fiir grossere Lieferungen
aussehen, z.B. 9, 16 oder 25 Sacke? Was erwarten Sie?

¢) Benutzen Sie die App und erzeugen Sie nun zufallige Stichproben mit 4, 9, 16
und 25 Sacken. Berechnen Sie den Mittelwert und die Standard-Abweichung
dieser Stichproben.

d) Welche Tendenzen lassen sich erkennen?
Lésung:
a) T4 = 8.6075, s4 = 2.46339

b) Wie werden Mittelwert und Standard-Abweichung fiir grossere Lieferungen
aussehen, z.B. 9, 16 oder 25 Sacke? Was erwarten Sie?

c)
Tg = 829111, s9= = 1.86713
T = 8.13375, sig= = 2.00631
Tos = 8.0032, s95= = 1.79237
Tio0 = 8.0858, sig0= = 2.13055

d) Zwar wird der Mittelwert in den grosseren Stichproben besser. Dieser Effekt
konnte aber auch zufallig sein, denn die Standard-Abweichung wird nicht
systematisch besser.

Beispiel 10.3 Maltosegehalt III JEV45E

Wie verhélt sieht nun die Verteilung von kleinen Stichproben aus?

a) Tauschen Sie mit ihren Mitstudierenden die Mittelwerte (nicht die Standard-
Abweichungen). Sie erhalten also fur jede Stichrprobengrésse ca. 20 Mittel-
werte.

b) Berechnen Sie nun fur jede Stichprobengrosse N = {4,9,16,25} Mittelwert
und Standard-Abweichung der Kategorie. Damit kénnen Sie folgende Tabelle
verfollstandigen (evtl. Arbeitsteilung in der Klasse):

N 4 9 16 25

o -V/N

c) Beschreiben Sie nun in Worten: Was passiert mit der Mittelwert wenn wir die
Stichprobe vergrossern oder verkleinern? Was passiert mit der Streung?

d) Bestimmen Sie einen Ausdruck far Mittelwert ;' (N) und Standard-Abweichung
o/(N) einer Stichprobe vom Umfang N
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Lésung:

a) Daten Austauschen
b) Tabelle erganzen.

c) Der Mittelwert bleibt konstant, auch wenn die Stichprobe vergroéssert wird.
Die Streuung der Mittelwerte hingegen nimmt ab. Wir sagen: Grossere Stich-
proben sind representativer.

d) //(N) = 7 und Standard-Abweichung ¢/(N) = s/+/N, dabei sind s berechne-
te Standardabweichung aus der Stichprobe (wir nennen Sie auch geschatze
Standardabweichung) und = der Mittelwert der Stichprobe (auch geschatze
Mittelwert).

Beispiel 10.4 Maltosegehalt IV DCQC3U |

Hier sind die Resultate aus einer Klasse mit 10’000 Studierenden.

N 4 9 16 25

w 8.0201 | 7.9882 | 8.0089 | 8.0040

o 1.0002 | 0.6721 | 0.4942 | 0.3976
o' -+v/N | 2.0004 | 2.0163 | 1.9767 | 1.9879

a) Passen die resltierenden Ausdriicke aus der vorigen Aufgabe auch auf die
Tabelle, die wir in der Klasse generiert haben?

b) Wie kénnten mogliche Abweichungen erklart werden?

Lésung:

a) Die Ausdrucke passen gut.

b) Abweichungen spiegeln die statistischen Schwankungen wider.

In den vorangehenden Beispielen betrachten wir endliche Stichproben von nor-
malverteilten Zufallsvariablen. Die Fragestellungen sind auf verschiedenen Hierar-
chiestufen, die wir mit der folgenden Notation unterscheiden:

* Grundgesamtheit mit Mittelwert ¢ und Standard-Abweichung o. (Langjdhriger
Erfahrungswert)

¢ Stichprobe X; 7 Mittelwert der Stichprobe wird auch geschatzter Mittelwert ge-
nannt; s Standard-Abweichung der Stichprobe wird auch geschétzte Standard-
Abweichung; Es sind Mittelwert und Standard-Abweichung von einer Liefe-
rung.

* 4/ Mittelwert der Mittelwerte T tiber mehrere Stichproben; ¢’ Standard-Abweichung
der Mittelwerte = tiber mehrere Stichproben

ﬁnfobox 10.1 Mittelwerte von kleinen Stichproben \
kMittelwerte von kleinen Stichproben sind nicht normalverteilt. Sie gehorchen)

der Student-t-Verteilung.
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/ Infobox 10.2 Berechnung der Testgrosse \

=21 YN

S

Dabei sind
°* 7= % Efi , T;, der Mittelwert der Stichprobe (geschétzer Mittelwert)

o 52 = 1o >N (2; — 7)? geschitze Varianz (s, die geschatzte Standardabwei-

chung)
\_ * N, der Umfang der Stichprobe )
/Satz 10.1 Verteilung von kleinen Stichproben \

Wir betrachten eine Zufallsgrosse X, die normalverteilt ist mit Mittelwert ¢ und
Standard-Abweichung ¢. Daraus entnehmen wir Stichproben mit Umfang N. Y
ist die Menge der Mittelwerte von zufalligen Stichproben aus X. Die Testgrosse

Lt N

g

T =

ist dann eine Zufallsgrosse. Sie ist verteilt gemass der Student-t-Verteilung mit
\r= N — 1 Freiheitsgraden. J

fa(t)

|
7

te

_tml—% tn‘l—% t

R

Ablehnungsbereich Annahmebereich Ablehnungsbereich

(Infobox 10.3 Mittelwert und Standardabweichung geschitzt \

Mittelwert * und (geschatzte) Standardabweichung s einer Stichprobe hangen
nicht vom Umfang der Stichprobe ab. Sie kénnen benutzt werden um den Mit-
telwert 4 und die Standardabweichung ¢ der Grundgesamtheit abzuschétzen.

Beispiel 10.5 Student-t-Verteilung 1UITC5 |

X ={5,-5,7,4,15,-7,5,10,18,16}

a) Wir betrachten die Stichprobe X und wollen entscheiden, ob sie tatsach-
lich den Mittelwert ;1 = 0 hat. Signifikanzniveau o =5%. Formuliere Null-
Hypothese und Alternativ-Hypothese.

b) Berechne Mittelwert und Standard-Abweichung der Stichprobe.
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c) Berechne die Testgrosse t = Z=£ . \/N

d) Bestimme die Annahmegrenzen des Konfidenzinvervalls zu ¢ = 1 — «/2 (zwei-
seitiger Test) oder ¢ = 1 — « (einseitiger Test).
Benutze: In Excel T.INV oder TINV; Oder in Matlab tinv; Oder im Skript die
Tafel T.3.

e) Fuhre dann den statischen Test durch.
f) Uberpriife auf die selbe Weise ob die Stichprobe
X ={5,-5,7,4,15, 7,5, —10, —18, —16}

den Mittelwert 4 = 0 hat.

Lésung:

a) Nullhypothese Hj: Die Stichprobe X stammt aus einer Grundgesamtheit mit
u = 0 hat.
Alternativhypthese H;: Die Stichprobe X stammt aus einer Grundgesamtheit
mit p # 0 hat. (zweiseitiger Text)

b) =68, s=84

c) Testgrosse t = £ . /N = 2.567

d) Annahmegrenzen des Konfidenzinvervalls zu ¢ = 1 — «/2 = 0.9750 (zweiseitiger
Test = o symmetrisch verteilen)

toben = 2.262

e) ’t’ > ’toben

, die Nullhypothese wird verworfen, H; angenommen, d.h. g # 0

f) T =-2.0000, s = 10.8218
Testgrosse t = £ . /N = —0.5844
Das Konfidenzinvervall bleibt unverandert (¢ = 1 — «/2 = 0.9750, zweiseitiger
Test, toben = 2.262)
|[t] < |toben|, also wird Hy angenommen.
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10.2 Test von Erwartungswerten

Ubersicht
Allgemeine Test- Test eines Test zwei Erwartungswerte
schritte Erwartungswerts
(1 Stichprobe) gleiches o2 verschiedene o2 verbundene
Stichproben
Aufstellen der Hy: p= o Hy: pp = po Hy: p1 = po Hy: p1 = po
Nullhypothese Hj
Festlegen der oft a =1 %, 5% oder 10 %
Irrtumtswahrscheinlichkeit «
2
Berechnung der kritischen n=Ny+ Ny—2 c= (81)2/(;}1) +/(i\; 1)2 i
Grenzen 5 ey -1
_ c (1—¢)
n= {(qu + N2—1) J
ithl;lfoz/Q itn;lfoé/Q itn;lfoz/Z itN71;1704/2
Berechnen der Priifgrosse t=20 . /N s? = (Nl_1)'(}9\}1&#2]\_[22_1)'(52)2 s :7(31,32 - (if,f d=z—y
t= %Y. N1-No t = x;y d=E d)
s Ni1+N2 (Sd)27: Var(d)
t=2.V/N




Skrips: wst_parametertests_aufg.m

Beispiel 10.6 Messreihen 621147

Gegeben seien die Messreihen X = {1,2,3,2,1} und Y = {2,2,4,1} aus normal-
verteilten Grundgesamtheiten. Wir testen unter der Voraussetzung o2 = 02 die
Gleichheit der Erwartungswerte.

a) Zu welcher Kategorie gehort dieser Test?

b) Fuhren Sie den Test durch. Signifikanzniveau « = 0.05.

Lésung:

Kategorie: unverbundene Stichproben, gleiches o.

Wir testen die Hypothese p; = p fir x und y

z (bekommt Index 1) und y (bekommt Index 2): n = N+ No—2=54+4-2=7
und t7,10.025 = t7;0.975 = 2.365.

Varianz:
(51)> = 0.7 und (s2)? = 1.58333
also
5—-1)-0.74+(4—-1)-1.5833
2= 0-1-07+@-1) — 1.07857
7
Testgrosse:

T—y [5-4 1.8 —2.25 5-4
t = . = . = —0.645925
s 4+5 1.03854 9

Die Testgrosse liegt im Annahmebereich. Statistischer Schluss: 7 = 7.

Beispiel 10.7 Bindemittel 602709

Mit zwei verschiedenen Holzwerkstoffbindemitteln A und B werden Spanplatten
hergestellt. Mit dem Bindemittel A erhalten wir 10 Priifkérper, mit dem Mittel
B deren 12. Alle Prufkérper werden einem Querzugfestigkeitstest unterworfen.
Folgende Werte wurden gemessen:

A‘O.745 0.824 0.804 0.863 0.873 0.814 0.804 0.794 0.804 0.74

B | 0.745 0.686 1.049 1.059 0.873 0.834 0.735 0.971 0.932 0.9
0.843 0.87

a) Zu welcher Kategorie gehort dieser Test?

b) Fiihren Sie den Test durch. Signifikanzniveau a = 1%.

Lésung:

Kategorie: unverbundene Stichproben, verschiedene o.
Wir testen die Hypothese p; = pp fir A und B

A (bekommt Index 1) und B (bekommt Index 2): Varianz:

0.001746 n 0.0140632

= 0.00134
0 B 0.00134653

(51)? = 0.001746 und (s9)* = 0.0140632 = s* =

32
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0.001746/10

_ = 0.129667
© = 0.001746,/10 + 0.0140632/12

und damit

¢ (- - 0.0168 0757 -1
n = = _—
Ny —1 Ny —1 9 11
Annahme-Bereich: t14,0.995 = 2.977
Testgrosse:

1(0.0707) 7| =14

T—7y 0.807—0.877667
= = =—-1.92
g 5 0.0366951 92578
Die Testgrosse liegt im Annahmebereich. Statistischer Schluss: 7 = 7¥.

Beispiel 10.8 Widerstiande 136503

Zwei verschiedene Messmethoden fiir Widerstdnde sollen miteinander vergli-
chen werden. Vergleichsmessungen an fiinf Widerstanden ergaben das folgende
Messprotokoll:

i |1 2 3 4 5
1. Methode: z; [in Q] | 100.5 102.4 104.3 101.5 98.4
2. Methode: y; [in Q] | 98.2 99.1 102.4 101.1 96.2

Bestimmen Sie, ob beide Messmethoden als gleichwertig angesehen werden
koénnen.

a) Zu welcher Kategorie gehort dieser Test?

b) Fuhren Sie den Test durch. Signifikanzniveau o =1%.
Lésung:

Kategorie: verbundene Stichproben, gleiche o.

Wir testen die Hypothese ;1 = po fir 1. Methode und und 2. Methode
Annahme-Bereich: t5_1 o.995 = 4.603

Differenz:

100.5 98.2

102.4 99.1

d= (1043 | — | 1024 | ={2.3,3.3,1.9,0.4,2.2}

101.5 101.1

98.4 96.2
Mittelwert der Differenz:

d=2.02
Varianz der Differenz:
(5q)% = 1.097

Testgrosse:

d 2.02
== = /5 =4.31
t s Vi 1.04738 V5 3

Die Testgrosse liegt im Annahmebereich. Statistischer Schluss: 7 = 7.
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KAPITEL 15

Korrelation

( Lernziele 15.1 Korrelation

¢ Die Studierenden kennen die Kovarianz und den Korrelationskoeffizienten.
¢ Die Studierenden kénnen eine Korrelation auf Signifikanz tiberprufen.

¢ Sie konnen einen Korrelationskoeffizienten deuten (positive/negative Kor-
relation) und wissen, dass eine Korrelation keinen kausalen Zusammen-
hang bedeutet.

* Sie wissen, dass die Varianz und die Kovarianz unabhéngig vom Mittelwert
sind. Sie wissen, dass die Kovarianz unabhéngig von der Skalierung der
Daten ist.

Skrips: wst_korrelation_aufg.m

/Deﬁnition 15.1 Kovarianz \

Die Kovarianz der Datenreihen

X ={z1,2z9,...,z,}und Y = {y1,92,...,Yn}

ist definiert als .
1
cov(X,Y) = spy = o (i =) (yi — ¥)

\ J

Infobox 15.1 Kovarianz und Varianz

Die (geschatze) Standard-Abweichung s, einer Datenreihe X lasst sich mit der

Kovarianz berechnen
Sz = \/Saz = Vcov(X, X)
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ﬁnfobox 15.2 Kovarianz in Matlab

Matlab berechnet mit dem Befehl cov (X, ¥) die Kovarianz-Matrix
C — <5xac Smy>
Syz  Syy

ﬁ)eﬁnition 15.2 Korrelationskoeffizient

Der Korrelationskoeffizient ist definiert durch

Szy Szy
Txy = =

Sz * Sy Sz Syy

B/ N U/ N O

/satz 15.1 Signifikante Korrelation

Die Korrelation zwischen den Datenreihen ¥ und y ist signifikant, falls die Test-

grisse
P Toy * V1T — 2
reg 1 — (Twy)z

im Betrag grosser ist als die kritische Grosse

ln—2:1-a/2

\der Student-¢-Verteilung. J
( Beispiel 15.1 Glucosekonzentration UHSWJW

Proband Alter Glukosekonzentration

1 43 99

2 21 65

3 25 79

4 42 75

5 57 87

6 59 81

a) Visualisieren Sie die Daten (sort, plot)

b) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizient zwischen Alter und Glucosekon-
zentration im Blut (cov, sqgrt)

¢) Formulieren Sie eine Nullhypothese und eine Alternativhypothese fiir den
Korrelationskoeffizient.

d) Untersuchen Sie, ob die Korrelations signifikant ist (Signifikanzniveau a =
0.2, Befehle: tinv, sqgrt)

e) Eine erhohte Glucosekonzentration im Blut kann ein Hinweis auf Diabetes
mellitus sein. Erhoht sich also das Risiko an Diabetes zu erkranken mit dem
Alter?

Lésung:
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a) Visualisieren Sie die Daten (sort, plot)

b) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizient zwischen Alter und Glucosekon-
zentration im Blut (cov, sqgrt)

¢) Nullhypothese Hy: r = 0, Alternativhypothese r # 0

d) Wir berechnen
treg = 1.2494 .

und
terit = tn—2;1-a/2 = l6—2;1-0.2/2 = 1.9332
d.h. |tiee| < terit und die Nullhypothese wird verworfen. Die Daten sind unkor-

reliert.

e) Anhand dieser Daten gibt es keinen Hinweis darauf, dass sich im Alter das
Risiko an Diabetes zu erkranken erhoht.

J

Der Korrelationskoeffizient kann auch mit dem Skalarprodukt berechnet werden

/ Infobox 15.3 Korrelationskoeffizient als Skalarprodukt \

Wir wollen den Korrelationskoeffizient berechnen fir die Daten-Vektoren

x1 1

) Y2
Z=| . | undy=

Tn Yn

Dafuir ziehen wir zuerst den Mittelwert ab

1 — T y1—9y

To — T Yo — Yy
,f/: . undgj": . y

Ty — T UYn — Y

und normieren die Vektoren

,
= und = 2.
|| 7|

Dann ist der Korrelationskoeffizient das Skalarprodukt

\ T'J;’y:ﬁ@’l_)‘ /

Beispiel 15.2 Eigenschaften der Varianz DG@NDPY

Wir betrachten die Datenreihe
X = {-18,8,4,0,4,7,8,12}
a) Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz.

b) Erzeugen Sie eine neue Datenreihe Y, indem Sie zu jedem z; eine feste Zahl
z.B. 5 addieren
Yi=T; +5
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Vergleichen Sie Mittelwert und Varianz der Datenreihen X und Y.

c) Wie beeinfluss der Mittelwert die Varianz einer Datenreihe? Formulieren Sie
eine Hypothese.

d) Beweisen Sie Ihre Hypthese mathematisch. Benutzen Sie dafir die Definition
der Varianz.

Lésung:

a) sg, = 85.5536, T = 3.1250

b) s,, = 85.5536, y = 8.1250 Durch die Addition einer festen Zahl dndert sich
zwar der Mittelwert aber die Varianz dndert sich nicht.

c) Der Mittelwert einer Datenreihe beeinfluss die Varianz nicht.

d) Beweis:
1 < _ i}
Syy = 7 > wi—u) - (i—9)
" i=1
1 < _ ,
= — ;(wi+c—(x+c))-(xi+c— (z + )
= LS ) n)
 on-—1 pt ! ‘
Beispiel 15.3 Eigenschaften der Varianz 3PSMTG |

Wir betrachten die Datenreihe
X = {-18,8,4,0,4,7,8,12}

a) Erzeugen Sie eine neue Datenreihe Z, indem Sie jedes x; mit einer festen Zahl
z.B. 3 multiplizieren
Zy = XT§ 3

Vergleichen Sie Mittelwert und Varianz der Datenreihen X und Z.

b) Wie beeinflusst die Skalierung Z = ) - X die Varianz einer Datenreihe? For-
mulieren Sie eine Hypothese.

c) Beweisen Sie Ihre Hypthese mathematisch. Benutzen Sie dafiir die Definition
der Varianz.

Lésung:

a) s,, = 769.9821, y = 9.3750 Durch die Multiplikation mit &ndert sich wir der
Mittelwert drei Mal grosser und die Varianz 9 Mal grésser als die entspre-
chenden Werte bei X.

b) Z=c¢c- X = szvzzsz7x‘c2
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c) Beweisen Sie Ihre Hypthese mathematisch. Benutzen Sie dafiir die Definition
der Varianz.

1 O .
il Z(mz c—(x-0) (x;-c—(T-c))
1=1
1 < _
= n_lzc-(:vz—x) ¢ (z;-—7)
=1
= ¢ ! n(xz—ic) (x; — %) =% spa
n—1
i=1
Beispiel 15.4 Eigenschaften der Kovarianz FEWLOF

Wir betrachten die Datenreihe

X = {-18,8,4,0,4,7,8,12}
Y = {9,3,5,5,4,3,—7,-2}

a) Berechnen Sie die Kovarianz

1 < _ _
COV(X,Y) = Sgy = m E (xz - l’) ’ (yz - y)
=1

b) Erzeugen Sie eine neue Datenreihe V', indem Sie jedes y; mit einer festen Zahl
z.B. 7 addieren
v, =y +7

Vergleichen cov(X,Y) und cov(X,V).

c) Erzeugen Sie eine neue Datenreihe W, indem Sie jedes y; mit einer festen
Zahl z.B. 2 multiplizieren
w; =Y 2

Vergleichen cov(X,Y) und cov(X, W).

d) Wie beeinflusst die Verschiebung des Mittelwerts V' = a+Y und die Skalierung
W = \- X die Kovarianz

cov(X, V) und cov(X, W)
Formulieren Sie zwei Hypothesen, in denen cov(X,Y’) vorkommt.
e) Beweisen Sie Ihre Hypthesen mathematisch.

f) Welche Konsequenzen haben Ihre Resultate fiir den Korrelationskoeffizient?
Lésung:

a) Kovarianz
cov(X,Y) = sy = —31.9286
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b) cov(X,V) = —31.9286, durch die Addition einer Zahl Y (Anderung des Mittel-
wertes der Datenreihe) andert sich die Kovarianz nicht.

c) cov(X,W) = —63.8571. Bei der Transformation
Y - W=Y- )\
verandert sich die Kovarianz um den Faktor ¢ = 2.

d) Wir vermuten

cov(X, V) =cov(X,Y) und cov(X,W) = X-cov(X,Y)

e) Beweise:

n

V) = g D) (k) 7+ 0)
- nilé(xi—f)-(yi-i-c—ﬂ—c)
- nilgm—@-(yi—y):cov<X,Y>
cov(X, W) = s$y:nilé(xi—@).(/\.yi—)\ﬂ)
- nllim—x)-x(w—y)
A S ) ) = A con(X.Y)

=1

f) Der Korrelationskoeffizient dndert sich nicht bei den Transformationen.

Sxv Sxy

Tey =
vV Sxx * Svv \/Smc : Syy

und
- Szw _ A Sxy _ Szy
o \/Smm * Sww \/ng “A2. Syy Sxx * Syy
<
Beispiel 15.5 Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten S3CFJX

Benutzen Sie nun die Gesetze von oben um folgende Aussagen mathematisch
zu beweisen. Benutzen Sie die Definition des Korrelationskoeffizienten.
Schreiben Sie den Korrelationskoeffizienten als
B cov(X,Y)

Veov(X, X) - cov(Y,Y)

Txy
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a) “Jede Datenreihe ist mit sich selber perfekt korreliert”

b) “Der Korrelationskoeffizient ist unabhangig von der Skalierung der Daten-
Reihe”

¢) “Der Korrelationskoeffizient ist unabhangig vom Mittelwert der Daten-Reihe”
Lésung:

a) “Jede Datenreihe ist mit sich selber perfekt korreliert”

_ cov(X, X) _
Veov(X, X) - cov(X, X)

T$$

b) “Der Korrelationskoeffizient ist unabhangig von der Skalierung der Daten-
Reihe” Wir betrachten die Datenreihen X, Y und W, mit W = A -Y (A € R).
Dann gilt

B cov(X, W) B A-cov(X,Y)
— Veov(X, X) -cov(W, W) yJeov(X, X) - AZ-cov(Y,Y)

= Txy

Trw

c) “Der Korrelationskoeffizient ist unabhangig vom Mittelwert der Daten-Reihe”
Wir betrachten die Datenreihen X, Y und V, mit W =Y +a (¢ € R). Dann gilt

- cov(X,V) B A-cov(X,Y) .
. Veov(X, V) -cov(V,V)  y/eov(X, X) - A2 cov(Y,Y) Y
15.1 Korrelation und Kausalitat
Beispiel 15.6 Der Storch bringt die Babies J5DYPS8
Blatex
Land Flache [km2] Stoérche [Paare] Menschen [Mio] Geburten
[103/Jahr]

Albanien 28750 100 3.2 83
Belgien 30520 1 99 87
Bulgarien 111000 5000 9 117
Danemark 43100 9 5.1 59
Deutschland 357000 3300 78 901
Frankreich 544000 140 56 774
Griechenland 132000 2500 10 106
Holland 41900 4 15 188
Italien 301280 5 57 551
Osterreich 83860 300 7.6 87
Polen 312680 30000 38 610
Portugal 92390 1500 10 120
Rumaéanien 237500 5000 23 23
Spanien 504750 8000 39 439
Schweiz 41290 150 6.7 82
Turkei 779450 25000 56 1576
Ungarn 93000 5000 11 124
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a) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizient zwischen der Anzahl der Stoérche
und der Geburten (cov, sqgrt)
b) Visualisieren Sie die Daten (sort, plot)

¢) Formulieren Sie eine Nullhypothese und eine Alternativhypothese fiir den
Korrelationskoeffizient.

d) Untersuchen Sie, ob die Korrelations signifikant ist (Signifikanzniveau a =
0.1, Befehle: tinv, sqgrt)

e) Diskutieren Sie ihre Resultate. Beantworten Sie auch die Frage, ob die Stor-
che die Babies bringen? Verwenden Sie in ihrer Antwort u.a. die Ausdruicke
‘Korrelation’, ‘Kausalitat’, ‘versteckte Variable’.

f) Entwerfen Sie einen zweiten Korrelations-Test, bei dem Sie den Einfluss der
versteckten Variablen eliminieren? Bleibt die Korrelation bestehen?

Lésung:

a) 54 = 0.6089

b) Plot oben

¢) Nullhypothese Hy: r = 0, Alternativhypothese r, , # 0

d) Beim Signifikanzniveau « = 0.1 erhalten wir die kritische Grosse (Grenze)
tarit = t17-21-a/2 = 1.7531

und die Testgrosse

-
treg = 2LV T2 9 9797 .
1- (Txy)z

|treg| > terit, die Nullhypothese wird verworfen, H; angenommen, d.h. r,, # 0
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e) Wir beobachten also eine signifikante Korrelation. Hier ist klar, dass es sich
nicht um eine ‘Kausalitat’ handelt. Wir vermuten, dass die ‘versteckte Varia-
ble’ die Flache des Landes ist: Sie flihrt dazu, dass die Bevolkerung gross ist,
dass damit viele Geburten stattfinden aber auch dazu, dass es in einem Land

viele Stoérche gibt.
f) Wir erzeugen einen zweiten Datensatz,
X' =X/ZundY' =Y/Z

indem wir sowohl die Anzahl der Geburten X wie auch die Anzahl Stérche
Y durch die Flache des Landes teilen Z. Damit berechnen wir r;, , = —0.2171
und

t;eg = —0.8612 .
Die Korrelation verschwindet statistisch, d.h. sie ist zwar nicht null aber sie
fallt unter den kritischen Wert. D.h. Wir haben die versteckte Variable richtig

bestimmt.

x107
>

Dichte Geburten pro Jahr

0.5
0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Dichte Storche
<
Beispiel 15.7 Korrelationskoeffizienten schitzen 85465E

a) Schatzen Sie die Korrelationskoeffizienten (Betrag und Vorzeichen)

b) Beurteilen Sie ob der Korrelationskoeffizient einen méglichen Zusammen-
hang zwischen den Variablen korrekt anzeigt.

¢) Entscheiden Sie fiir jede Graphik, ob die Daten korreliert sind oder funktional
zusammenhangen.

Lésung:
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ﬁnfobox 15.4 Positive und negative Korrelationskoeffizienten

* Negative Korrelation: r,, < 0, wenn x wachst, nimmt y ab

* Positive Korrelation: r,, > 0, wenn X wachst, nimmt auch y zu

(Infobox 15.5 Korrelation # Kausalitat

/N O

Korrelation entsteht nicht nur durch einen kausalen Zusammenhang. Oft be-
steht eine Korrelation durch einen Zusammenhang mit einer versteckten dritten
Grosse.

N

Beispiel 15.8 Studiendauer-Lohn N3UCBS8

J

Aus dem Handelsblatt: “Methusalems machen Kasse: Ein langes Studium zahlt
sich in barer Miinze aus. Zu diesem uberraschenden Ergebnis kommt eine Stu-
die Gber die Einstiegsgehalter von Berusanfagnern, fiir die die Deutsche Gesell-
schaft far Personenfiihrung 44 Unternehmen befragt hat”
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Chemie

Startgehalt

Studiendauer

a) Welcher Faktor fiihrt zu einem hohen Lohn? Welcher Faktor fiihrt zu einer
Lohnreduktion? Betrachten Sie die Grafik.

b) Welches ist die versteckte Variable?
¢) Wie ist die Korrelation zustande gekommen?
d) Korrigieren Sie die die Aussage des Handelsblatts.

e) Handelt es sich um eine Korrelationen oder um eine Kausalitaten?

Nach Kramer [2015] Lésung:

a) Offenbar gibt es eine Korrelation zwischen Studiendauer und Einstiegslohn.

b) Versteckte Variable: Reputation des Studienfaches, d.h.
Studiendauer <« Studienfach — Lohn

¢) Studienfacher mit langer Studiendauer haben eine gute Reputation und (des-
halb) auch einen hohen Einstiegslohn.

d) Fur jedes Studienfach gilt aber: Eine lange Studienzeit mindert den Einstiegs-
lohn.

e) Wir sehen hier eine Korrelationen, die durch die versteckte Variable (Reputa-
tion des Studienfaches) zustande kommt.

Beispiel 15.9 Kausalitiat oder Korrelation? 146PG2

Beurteilen Sie folgende Aussagen. Identifizieren Sie mogliche Hintergrundvaria-
blen.

a) “Ein 30-jahriger Raucher mit einem Konsum von ein bis zwei Packchen Zi-
garetten am Tag stirbt 6 Jahre friher als ein Nichtraucher” (Bundeszentrale
fiir gesundheitliche Aufkldarung)

b) “Geliftete Frauen leben zehn Jahre langer als der Durchschnitt” (Mayo-Klinik
in Rochester)

¢) US-amerikansiche Ausgaben flir das Weltraumprogramm sind mit Selbst-
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morden durch Erhangen und Ersticken korreliert (r = 0.992, http://tylervige
com)

d) “Ehemanner leben linger: Junggesellen zwischen 45 und 54 Jahren sollten
doch den Sprung ins Abenteur Ehe wagen. [...] 23% der ledigen Méanner die-
ser Altergruppe sterben in den darauffolgenden 10 Jahren. Das Todesrisko
verherateter Manner liegt dagegen nur bei 11%” (Epidemiologische Fakultat
der Universitat Kalifornien)

Nach Kramer [2015] Lésung:

Wir notieren mit & Argumente die fiir einen kausalen Zusammenhang sprechen
und mit & Argumente, die daftir sprechen, dass die Korrelation zufallig oder
durch versteckte Variablen entsteht.

a) @ Es gilt als erwiesen, dass der Rauch Lunge und Atemwege schadigt.
© Versteckte Variable kénnte die sogenannte ‘Raucherpersonlichkeit’ sein:
Risikofreudige Personen rauchen eher. Sie wiirden auch friiher sterben, wenn
sie keine Zigaretten mehr bekommen wtirden.
© Versteckte Variable konnte das Geschlecht sein: Manner sterben (sowieso)
friher und Ménner rauchen auch eher. “Ein 30-jahriger Raucher mit einem
Konsum von ein bis zwei Packchen Zigaretten am Tag stirbt 6 Jahre friher
als ein Nichtraucher” (Bundeszentrale fur gesundheitliche Aufklarung)

b) © Versteckte Variable kénnte der sozio-6konomische Status sein: Es sind
eher reiche Frauen, die sich liften lassen. Sie haben mehr Geld fir die Ge-
sundheitspflege zur Verfigung und wtirde auch ohne Lifting langer leben.

c) @ Die Abhéngigkeit konnte kausal sein: Je mehr Geld fiir die NASA ausgege-
ben wird, desto weniger bleibt fiir den sozialen Ausgleich tibrig
© Versteckte Variable kénnte die Zeit sein: Die Bevolkerung wachst mit der
Zeit und in einer grésseren Bevolkerung gibt es auch mehr Suizide. Ander-
seits wachsen mit der Bevolkerung auch die Steuereinnahmen. Davon kann
auch mehr fiir das Weltraumprogramm ausgegeben werden.

d) @ Einsamkeit konnte dazu fiihren, dass Unfalle unentdeckt bleiben
© Versteckte Variable kénnte der sozio-6konomische Status sein: Reiche Man-
ner finden eher eine Partnerin haben aber auch mehr Geld fiur die Gesund-
heitspflege zur Verfigung. Sie wiirden deshalb auch linger leben, wenn sie
nicht heiraten kénnten.

P .
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KAPITEL 16

[Regression

[ Lernziele 16.1 Regression

* Die Studierenden koénnen fiir einen Datensatz eine Regression berechnen.
* Die Studierenden kennen den Messvektor i und die Koeffizientenmatrix F'.

¢ Sie kénnen mit Hilfe von y und F' das Normalensystem fiir einen Regressi-
on bestimmen.

¢ Die Studierenden koénnen bei einer linearen Regression die Fehler der Re-
gressions-Koeffizienten bestimmen.

16.1 Lineare Algebra und Matlab

/ Infobox 16.1 Voraussetzungen Lineare Algebra \

* Matrix-Multiplikation, Transponierte
¢ Lineares Gleichungssystem schreiben mit der Koeffizienten-Matrix

¢ Lineares Gleichungssystem (LGS) 16sen mit Hilfe der inversen Matrix

LGS l6sen mit Cramerschen-Regel

\ ¢ Matlab: Funktionen fur Linalg (inv, x, transpose)+ plotten /
( Beispiel 16.1 Matrix-Multiplikation JEV45E )
5 0
3 0 —4 0 30
M_g_:f’ N_[—50 6}’ P_Lo5]

a) Berechnen Sie die Matrix-Produkte falls moglich.

NoM, PoMT,MoM, PoNT

b) Unter welcher Voraussetzung existiert ein Matrix-Produkt?
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Lésung:

a) Folgende Produkte sind definiert:

15 —12

—-25 18

NQM:[ ~17 2

] und P & NT = [ 0 0]

b) Ein Matrix-Produkt existiert, wenn die Matrix links gleich viele Spalten hat
wie die Matrix rechts Zeilen hat.

/ Definition 16.1 Messvektor \

Fur eine Datensatz (z;, y;) fassen wir die abhangigen Variablen y; im Messvektor
zusammen.
Y1

- 2
g=1"

- o /

( Beispiel 16.2 Messvektor T@NOT2

Ok W~
(o))
B~ 0N O N

a) Bestimmen Sie den Messvektor .

b) Welche der folgenden Produkte existieren?

goM, Moy, yoMT, MToy, yToM, MoyT, jToMT, MTo g7

Lésung:

-5

-9
a) Messvektor = | 0

2

2
b) Es existieren

. —4
Moy= [7},34 OMT = [-4 7]
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Beispiel 16.3 Inverse Matrix 1UITC5 )

7 -3 2 1 1 0 -1 -5 2 110
M=|-6 3 -2, M'=|0 1 2|,N=|2 5 =2, N!'=|01 2/,
3 -1 1 -3 -2 3 -1 -2 1 1 35

a) Benennen Sie die Elemente des linearen Gleichungssystem (Koeffizientenma-
trix, Inhomogenitat, gesuchter Vektor)

b) Losen Sie das linearen Gleichungssystem (LGS) mit Hilfe der Inversen

c) Losen Sie das das LGS

—23
Noz=|29
—12
Lésung:
7
a) Koeffizientenmatrix M, Inhomogenitat | —6|, gesuchter Vektor &
4
b) Losung
7 1
F=M"'10|-6| =
4 3
c) Losung
—23 6
i=N'o|29|=|5
—12 4
Beispiel 16.4 Regel von Cramers 1GQY9NU

a) Bestimmen Sie z3 mit der Regel von Kramers

7 7T =3 2
MoZ=|—-6| mitM=|-6 3 -2
4 3 -1 1

b) Bestimmen Sie z, mit der Regel von Kramers

—23 -1 -5 2
NoZ=|[29 | mitN=| 2 5 =2
—12 -1 -2 1

Lésung:
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a)

7T -3 7
det(|-6 3 —6|)
3 -1
xr3 = = — =3
7T -3 2
det(|—-6 3 —=2{)
'3 -1 1]
b)
-1 =23 2
det(| 2 29 —2|)
-1 —-12 1
-1 -5 2
det(| 2 5 —=2|)
-1 -2 1
16.2 Regressionsgerade
( Beispiel 16.5 Regressionsgerade MAXCIT
N
|
_ 4
N
of
) “—20“"—10‘H‘OHH10H“20“”30””40‘
) r oy
1 4 2
2 2 0
3 6 2
4 10 8
5 20 4

Erstellen Sie fiir die Punkte eine Regressionsgerade y(z) = a -  + b. Gehen Sie
dabei folgendermassen vor:

a) Stellen Sie das tiberbestimmte Gleichungssystem auf.

b) Bei z;: quadrieren Sie den Abstand von f(z;) von y;. Fahren Sie mit z, und
x3 fort und addieren Sie die Abstandsquadrate.

c) Wir benennen den entstandenen Ausdruck mit S. Leiten Sie S nach a ab

d) Leiten Sie S nach b ab

e) Da wir S minimieren wollen, setzen wir % =0 und % = 0. Multiplizieren Sie

die beiden vorherigen Ausdriicke aus, teilen Sie durch 2 und stellen Sie das
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lineare Gleichungssystem auf (Koeffizienten a und b links und Inhomogenitat
rechts)

f) Schreiben Sie das lineare Gleichungssystem mit einer Koeffizientenmatrix
g) Schreibe die Koeffizientenmatrix fiir n allgemeine datenpunkte (z;, y;)

h) Losen Sie das Gleichungssystem
Lésung:

a) UberbestimmteS Gleichungssystem

beiz;: a-(—-4) + b = 2
beixy: a-2 + b =0
beizs: a-6 + b = 2
beizy: a-10 + b = 8
beixs: a-20 + b = 4
b) Abstandsquadrate:
[a-(—4) +b— 2
+  [24b-0
+
+ Ja-204b—4)

¢) Ableitung

d
d;j:z-[a.(—4)+b—2].(—4)+2-[a.2+b—0]-o+...+2-[a-20+b—4].20
d) Ableitung

s

=2l () +D-2A+2 [0 24501+ +2-[a-20+b— 4]

e) Gleich O setzen, durch 2 teilen, dann ausmultiplizieren

d
d—s:a'(—4)2—|—b-(—4)—2-(—4)—1—22+b-2—0-2+...+a-202—l—b-20—4-20:0
a
und s

=0 () +b-2+24b-0+... +a-20+b-4=0
Lineares Gleichungssystem in Standard-Form
[(—4)2+22+...420%-a + [(-4)+2+...+20]-b = —2-(-4)+0-2+...+4-
[(—4)+2+...+200-a + [1+1+...+1b = 240+...+4

=n=>5
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f) Koeffizientenmatrix

((—4)2+22+...+202} [(—4)+2+...+20]>®<a> _ (-2-(—4)+0-2+...+4-2

[(—4)+2+4...4+20] 5 b 24+04+...4+4
also
556 34 N a) (164
34 5 b)  \ 16
~—_——— ——
=M 7

g) Koeffizientenmatrix allgemein

(5o =) e () = (5

h) Losung des Gleichungssystems z.B. mit der Inversen

&\ eo1 o (0.1700
<b> =MToey= <2.0443

Beispiel 16.6 Koeffizientenmatrix, Messvektor, Normalensystem QT4R27

-4 1 2
2 1 0
F=1|6 1|,7=|2
10 1 8
20 1 4

a) Berechnen Sie
FTOFund FToy

b) Vergleichen Sie mit den Resultaten aus der vorherigen Aufgabe. Wie kénnen
Sie das Normalensystem mit Hilfe von F und i berechnen.

c) Betrachten Sie noch einmal die Losung des Normalensystems [ = <0'17OO>.

2.0443
Welcher Koeffizient in [ ist die Konstante? Welcher ist beschreibt die Stei-
gung? Wie hiangt die Reihenfolge dieser Koeffizienten in [ mit der Struktur
der Matrix F zusammen?

Lésung:

a)
556 34

T =
EEE

] und FT © ¢ {164}

16
b) Wir erhalten die Bestandteile des Normalensystems
556 34 o () = 164
34 5 b) \ 16
——— N——
=M=FTOF 7=F107

Das Normalensystem kann so mit mit Hilfe von F und ¢ berechnet werden.
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¢) Die Reihenfolge der Koeffizienten in [ = <gézgg> ergibt sich aus Struktur von
F:
z 1
-4 1
2 1
6 1
10 1
20 1

Da die z-Werte in der ersten Spalte stehen, beschreibt der erste Koeffizient in
[ die Steigung, d.h. die Zahl vor z in der Regression und da die konstanten
(1) in der zweiten Spalte stehen, beschreibt der zweite Koeffizient in [ die
Konstante.

/Satz 16.1 Regressionsgerade \

Die Gerade, die die Summe der Abstandsquadrate minimiert (Regressionsgerade)
ist
y(r)=a-xz+0b

ergibt sich aus dem Gleichungssystem

Y1
M (‘Z) =Fo|%
Yn
mit
X1 1
T2

_ 1 Y

Man kann zeigen, dass dies dquivalent ist zu

/satz 16.2 Regressionsgerade \

Die Gerade, die die Summe der Abstandsquadrate minimiert (Regressionsgerade)
ist

yx)=a-x+b
mit

a= "% und b=y—a-Z

. (o)’ J

Beispiel 16.7 Karussel DGGBKJ )
Zeit t [s] Weg s [m] Zeitt[s] Weg s [m]
12.2 12 72 59.1
17 24 60.2 84
22.1 36 65.7 96
33.2 48 69.9 108
34.4 60 70.1 120
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150

100

s(t)

50 =

LA
-

L
0 20 40 60 80 100
t

a) Wir betrachten ein Karussel, das sich gleichméassig dreht. Beschreiben Sie
mathematisch: Welche Strecke legt ein Objekt auf dem Karussel in der Zeit ¢
zurtick? Welches ist dabei die unabhéngige Variable? Welches ist die abhan-
gige Variable?

b) Erstellen Sie eine Regression fiir die Daten s(t) =a -t +b

c) Welche physikalischen Gréssen sind in ¢ und b enthalten?

Lésung:

a) Wir erwarten eine gleichméassige Bewegung s(t) = v - t + s9. Dabei ist der Ort s
die abhangige Variable und ¢ die unabhingige Variable.

b) Regression unten

¢) a ist die Geschwindigkeit und b der Ort zum Zeitpunkt ¢ = 0.

12.2
17.0
22.1
33.2
34.4
59.1
60.2
65.7
69.9
70.1

und M — FT 0 F — (24445 444>

444 10

eS|
Il
S G e g Sy —y

ergeben das Normalensystem

a 36588
ue(3) = (o)
——

Y1

Yn

a 1.5379 .
<b> == <—2.2693> far s(t) =a-t+0b

mit der Losung
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16.3 Allgemeine lineare Regression

Beispiel 16.8 Allgemeine Regression Herleitung UL1@3E )

f(z) = a1 - fi(z) + a2 - fa(z) soll moglichst nahe durch die gemessenen Punkte
verlaufen.

G G2 G2)
a) Stellen Sie das tiberbestimmte Gleichungssystem auf.

b) Bei z;: quadrieren Sie den Abstand von f(z;) von y;. Fahren Sie mit o und
x3 fort und addieren Sie die Abstandsquadrate.

c) Wir benennen den entstandenen Ausdruck mit S. Leiten Sie S nach a; ab

d) Leiten Sie S nach ay ab

e) Da wir S minimieren wollen, setzen wir 55 = 0 und 2 = 0. Multiplizieren

Sie die beiden vorherigen Ausdricke aus, teilen Sie durch 2 und stellen Sie
das lineare Gleichungssystem auf (Koeffizienten a; und as links und Inhomo-
genitat rechts)

f) Schreiben Sie das lineare Gleichungssystem, das sogenannte Normalensys-
tem, mit einer Koeffizientenmatrix.

g) Wir schreiben die Matix F und den Messvektor wie folgt

fi(z1)  fa(z1) Y1
F=|filz2) falze) |, 9= |9
fi(zs)  fa(zs) Y3
Wie kénnen Sie das Normalensystem mit Hilfe dieser Definitionen bestim-

men?

h) Verallgemeinern Sie das Resultat fur f(z) = >./", a; - fi(x) und die Punkte
Pl(xhyl)) cee 7Pn($m?/n)

Lésung:

a) Uberbestimmtes Gleichungssystem

beizy: a1-fi(r1) + ag- fo(z1) = w
beizy: a1 fi(z2) + a2 folx2) = w2
bei x3: ag- fl(l'g) + a2 f2(x3) = U3

b) Abstandsquadrate:

a1+ fi(z1) + a2 fo(m1) —1]® 4+ a1+ fi(22) + az - fa(z2) — yal
+ [ar- fi23) + a2 - fa(2s) — ys]?

¢) Ableitung von S nach a;

a8

Da; — lar - fi(z1) +az - fa(x1) — 1] -
[a1 - fi(x2) + ag - fa(z2) — yol -

[a1 - f1(x3) +az - fa(z3) — y3] -

2-la
+ 2-la
+ 2.
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d) Ableitung von S nach as

gTi: 2-lar - fi(z1) + a2 - fa(zr) — 1] - fa(zn)
+ 2-fa1- fi(w2) +az - fa(w2) — yo] - fa(w2)
+ 2-[a1- fi(xs) + a2 - fo(x3) — y3] - fo(x3)

e) Lineares Gleichungssystem :

ai - fi(z1) - f1(z1) + a2 - fa(z1) - f1(z1) —y1 - fi(z1)
+ a1 fi(z2) - fi(z2) +az - fa(z2) - f1(z2) —y2 - f1(z2)
+ a1 fi(ws) - fi(z3) + a2 fa(z3) - fi(z3) —y3 - fi(zz) =0

also

a1 - [f1(z1) - f1(z1) + f1(z2) - f1(z2) + f1(z3) - f1(z3)]
+  az-[f2(z1) - fi(z1) + fa(z2) - f1(z2) + f2(x3) - f1(z3)]  =wy1 - fi(z1) +y2 - fi(z2) +y3 - f1(z3)

und genau gleich

ay - [f1(z1) - f2(z1) + f1(z2) - fa2(z2) + f1(z3) - f2(z3)]
+ a2 [fa(z1) - f2(z1) + fa(w2) - fa(z2) + f2(z3) - fa(x3)] = w1 - fa(z1) +y2 - fa(z2) +y3 - fa(z3)

f) lineare Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix:

[fl(l“l)fl(l“l) + f1(z2) f1(x2) + f1(z3) fi(z3)  f2(z1) f1(z1) + f2(@2) f1(@2) + fz(Es)fl(zs)] [al]
fi(z1) f2(z1) + f1(z2) f2(z2) + f1(x3) fa(z3)  fa(z1)f2(z1) + f2(z2) f2(z2) + fa(x3) f2(z3)] a2

_ [yl fi(z1) +y2 fi(x2) +ys f1(933)]
y1 f2(21) + y2 fo(r2) + y3 fa(ws)

g) Normalensystem

FT @F Fr @Zj

h) Werden die Funktionen f;(z) nacheinander auf die unabhéangige Variable z;
angewendet und die Resultate in die Spalten von F geschrieben, lasst sich
das Resultat fiir beliebig viele Funktionen verallgemeinern.

Hier noch die Verallgemeinerung fur f(z) = ;% a; - fi(z) und die Punkte
Pi(z1,91), -+ s Po(Tn, yn)

Y frl@) filz) oo Yo fm(@i) fi(zi) | [ @ [z;lymm)]

ST i Fn (i)

S fi(a) fan) oo S @) Fn(i)] L

( Beispiel 16.9 Allgemeine Regression (forts.) CF@DP5 )

Multiplizieren Sie die Transponierte der Koeffizientenmatrix FT mit dem Mess-
vektor ¢
| filz)  falx)
w1 | fi(z)  fa(z) — u
zo:| filws) folws) V|2
w3 | fi(ws) fa(ws) vs

Lésung:

FT o= <y1 fi(wr) +y2 - fi(z2) +ys - f1(373)>
Y=\t folan) + 92 folwa) +ys - folxs)
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Beispiel 16.10 Allgemeine Regression (forts.) B3C86W |

Multiplizieren Sie die Transponierte der Koeffizientenmatrix FT mit der Koeffizi-
entenmatrix F
fi(z1)  fa(21)

F=|fi(z2) fao(x2)
fi(zs)  fa(xs)

Lésung:

FTOF = (fl(zl) “fi(za) + fi(z2) - fi(z2) + f1(zs) - fi(ws)  f2(z1) - fi(z1) + f2(z2) - f1(z2) + fa(z3) - f1(13))
fi(z1) - f2(z1) + f1(z2) - fa2(z2) + f1(z3) - f2(x3) fa(z1) fa(z1) + f2(z2) - fa(w2) + fa(z3) - f2(z3)

16.4 Fehler der Regressions-Koeffizienten

/ Definition 16.2 Mittlere Streuung der Messwerte um die Regressionsgerade\

Aus der Abweichung von der Regressionsgerade

€1 a-z1+b—1y1
e |  |a-w2+b—1yo
€n a-Tp+b—yn

kann die Mittlere Streuung der Messwerte um die Regressionsgerade berechnet
werden:

S I
\ - J

/"Satz 16.3 Fehler der Regressions-Koeffizienten \

Fir den Datensatz (z;, y;) mit n Punkten und den linearen Regressions-Koeffizienten
aund b (y = a -z +b), sind die Standard-Fehler der Regressions-Koeffizienten

und

- /

Beispiel 16.11 Standard-Fehler der Regressions-Koeffizienten 1 EYG6K99 )

) T Yy 5 €

1 -4 2] 16. 0.40382
2 2 0] 4 5.68458
3 6 2| 36. 1.13218
4 10 8| 100. 18.1149
5 20 4 |400. 2.08326

Fir diesen Datensatz (z;,y;) mit n = 5 Punkten finden wir die Regressions-
Gerade y =a-x+ b= 0.1700 - x 4 2.0443.
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a) Berechnen Sie den Standard-Fehler auf a

b) Berechnen Sie den Standard-Fehler auf b
Lésung:
a) Y (v —7)? = 324.8, 0y = 3.2000, T = 6.8 und damit

Sa = Oyy\| =n 7= = 0-167747

b)

Beispiel 16.12 Standard-Fehler der Regressions-Koeffizienten 2 A21295

t[s] s[m]| ¢2][s?] (€)? [m?]
12.2 12 148.84 20.1927
17 24 289. 0.0154376
22.1 36 488.41 18.3247
33.2 48 | 1102.24 0.624767
344 60 | 1183.36 87.6854
59.1 72 | 3492.81 276.329
60.2 84 | 3624.04 39.8776
65.7 96 | 4316.49 7.69262
69.9 108 | 4886.01 7.65675
10 70.1 120 | 4914.01 209.077
Fur diesen Datensatz (z;,y;) mit n = 10 Punkten finden wir die Regressions-
Gerade y = 1.53794 - t — 2.26927

O© ONO UL WN —= =

a) Berechnen Sie den Standard-Fehler auf a

b) Berechnen Sie den Standard-Fehler auf b
Lésung:

a) Y (2 — )2 = 4740.5, o, = 14.9162, T = 44.39 und damit

1
Sq = O —n 5 —5 — 02166
Y \/ > i1 (@i —T)?

1 n
=3 ()% = 6.6707
n

=1

b)
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/Infobox 16.2 Konfidenz-Intervalle fiir die Regressionskoeffizienten \

Konfidenz-Intervalle zur Irrtums-Wahrscheinlichkeit o und dem Quantil ¢, _s.1_,/2
der Student-t-Verteilung sind

€ [a—384 th_21-a/2, @+ Sa-th_2,1-a/2]
(S

a
b [b —Sb- tn72; 1-a/2s b+ sp- tn72; 17(1/2]

- /

Beispiel 16.13 Konfidenzintervalle der Regressionsparameter RIMLGS

Wir betrachten die Regressionsgerade y = a - « + b mit

a = 0.17+£0.05
b = 20=£0.7

Sie wurde aus n = 5 Datenpunkten bestimmt.

a) Berechnen Sie die Konfidenzintervalle der Regressionsparameter zur Wahr-
scheinlichkeit 90%.

b) Berechnen Sie die Konfidenzintervalle der Regressionsparameter zur Wahr-
scheinlichkeit 50%.

Lésung:

a) Aus der Tabelle T.3 oder mit tinv bestimmen wir
th—2,1-a/2 = t5—2;1-0.1/2 = 2.35336
also ergibt sich

a € [0.052, 0.288]
b € [0.352646, 3.64735]
b) Aus der Tabelle T.3 oder mit tinv bestimmen wir
ln—2:1-a/2 = t5-2,1-0.5/2 = 0.7649
also ergibt sich

0.1318, 0.2082]

a €
b € [1.4646, 2.5354]
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KAPITEL 1/

Fehlerfortpflanzung

( Lernziele 17.1 Fehlerfortpflanzung

¢ Die Studierenden koénnen den zu erwartenden Fehler einer Funktion in
mehreren Veranderlichen abschatzen.

‘satz 17.1 Fehlerfortpflanzung \

Wir betrachten die Grossen F'(a,b), S(a,b) und P(a,b), die von den Variablen

= a4+ Aa
b = b+t Ab

abhangen, deren Mittelwert @ und Standardabweichung (Aa) bekannt sind.
Daraus konnen wir den zu erwartenden Fehler berechnen:

¢ Fehler bei funktionaler Abhangigkeit

F(a) = AF =

* Mehrere Veranderliche F'(a,b)

AF = \/(81;2&) -Aa>2 + (61;1()17) : Ab)2

a=a; b=b

¢ Fehler bei Summe/Differenz S(a,b) = a + b oder S(a,b) =a—1b
|AS| =1/ (Aa)® + (Ab)?

* Relativer Fehler bei Produkt/Quotient P(a,b) = a® - b’ und o, 3 € Z

\ SN )
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Beispiel 17.1 Oberfliche eines Zylinders 2S721IS

7=1054+02cm; h=1554+0.3cm
Berechne Standardabweichung der Oberfliche A = 22 + 277 - h

a) Ableitungen berechnen

b) Mittelwerte einsetzen
Lésung:

0A 0A
= dmr + 2mh; = 27r

Mittelwerte einsetzen:
0A

_ — 0A _
= 47T + 2wh = 226.19 cm; o 277 = 65.97 cm

AA = /(226.19cm - 0.2cm)2 + (65.97 cm - 0.3 cm)?
49 cm?

Beispiel 17.2 Federkonstante L8YMS5 )

_ g2
C—47Tﬁ

Berechne Standardabweichung der Federkonstante

m =200+£0.68g; T'=2.00+0.0105s

Lésung:

Oc 5 m L

5 = Am7 oy =9.8696s

oc o m 5

T —87” - 78 = —1973.9g/s

Ac = \/(9.8696 $72-0.68¢)2 + (—1973.9 g/s3 -0.0105 )2

= 21.79g/s*> = 0.022N/m
Federkonstante:
¢c=1.974+£0.022N/m
N
Beispiel 17.3 Federkonstante (kurze Rechnung) 68ZWST
c= 47r2%

m =200+ 0.68g; T =2,00+0.0105s

Berechne Standardabweichung der Federkonstante
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Lésung:

Ac = c¢-+/(1-0.68/200)% + (—2-0.0105/2)2
= 0.022

Federkonstante:
c=1.974 £ 0.022 N/m

Beispiel 17.4 Reihenschaltung Widerstiande

77FF3E |

Ry =100 £ 2Q; Ry =150+ 2Q; R3 =50+ 1Q

Berechnen Sie nacheinander
a) Gesamtwiderstand

b) Fehler des Gesamtwiderstands

Lésung:

a) Gesamtwiderstand
Riot = 100 + 150 + 50 = 300

b) Fehler

ARior = \/(29)2 +(292)2 + (12)2 =3 Q
Riot =300+ 3 Q2

Beispiel 17.5 Karussel

TKHAGL |

Wir berechnen die Geschwindigkeit eines Autos auf einem Kinderkarussell. Das
Auto verfugt tiber kein Tachometer. Unten finden sie Umlaufszeiten und zu-

ruckgelegte Strecken (ergibt sich aus Radius des Karussels).

Weg s [m] Zeitt[s] Wegs[m] Zeitt [s]

12 12.2 72 59.1
24 17 84 60.2
36 22.1 96 65.7
48 33.2 108 69.9
60 34.4 120 70.1

a) Erstellen Sie eine Regression fur die Daten t(s) =a-s+b

b) Berechnen Sie die Fehler der Regressionskoeffizienten

Lésung:
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a) Regression

12 1
24 1
36 1
48 1
F=|2 || wdM=FoF= <52§§0 61600>
84 1
9% 1
108 1
120 1

ergeben das Normalensystem

a 36588
we(3)= ()
———

Y1

Yn

a 0.6137\ ..
(b) = (3.8867) far t(s) =a-s+b

1
= ——— = 5.77-0.0092 = 0.0529

mit den Einheiten s/m und

mit der Losung

b) Wir erhalten

1

— g (x;)%2 = 0.0529 - 74.4580 = 3.9417
n

i=1

Sp = Sq

in den Einheiten s.

Beispiel 17.6 Karussel Geschwindigkeit Fehler MUY23W |

Berechnen Sie aus den Regressions-Koeffizienten und den dazugehérigen Feh-
lern den Fehler der Geschwindigkeit des Autos. Lésung:

Die Geschwindigkeit ist
v=1/a=162952
S

Der Fehler pflanzt sich wie folgt fort

dv

Bo =[G s = |2

1
;-Sa :ﬁsa:01406

da

in m/s. Also ist die Angabe ftir die Geschwindigkeit

v=162+0.14m/s
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L d.h. wir runden den Fehler auf maxiamal zwei Stellen (oft sogar auf eine Stelle). J
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