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1. Losung einer Differentialgleichung
Zeigen Sie, dass die Losungen die entsprechenden Differentialgleichungen erfiillen.
Setzen Sie dazu die Losung in die Differentialgleichung ein und zeigen Sie, dass die
beiden Seiten iibereinstimmen.

1
y = —£ mit der Losung y(z) = (2log |1+ 2%+ C)®

1
 cos(t)+C

Yy = % mit der Losung y(z) = V22 — 22+ C

(d) - d_z =(1- y2)% mit der Losung y(z) = sin(log |z| + C)

1
(a) Wir wollen kontrollieren, ob y(z) = (3log |1 + 2*| 4+ C)? eine Losung der DGL
Yy = y(%;) ist. Dafiir berechnen wir y/(x):

1 /2 2T log |1 + 2 ’
y'(z) = E(glog‘l—l—aﬂ—i-(?) -{2%4&7}

1/2 , 2T )
1 2
2y |14 a8

Wird der letzte Ausdruck in die DGL eingesetzt

1 x2 x?

y 1+a%  y(l+a?)

sieht man, dass die DGL erfiillt ist, d.h. y(z) ist eine Losung.
(b) Wir berechnen zuerst y/(t):

! -t - [cos !
V) = e feos(t) €

= —? - [—sin(t)] = y?sin(t)

In die DGL eingesetzt ergibt dies
y?sin(t) — y?sin(t) = 0

also ist y(t) eine Losung.
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(c) Wir berechnen zuerst y/'(t):

/ 1 —1 4 /
t) = — - |22F — 2 C
y®) 222t =22+ C [aj v }
11
3 _
= _11.2(4x3_1):4x 1
2y Yy

In die DGL eingesetzt ergibt dies

4x3—1_4x3—1

Y Y

also ist y(t) eine Losung.

(d) Wir berechnen zuerst y/'(t):

y(t) = cos(loglz|+C) - [log|z| + C]

= cos(log |z +C)- H

1
Auf der anderen Seite wandeln wir den Term (1 — y*)2 so um, dass er nicht
mehr sin enthélt sondern cos, weil wir cos erhalten haben beim Ableiten

1—y2 = /1 —sin(log|z| + C)2 = +/1— (1 — cos(log |z| + C)?)
= /cos(log |z]| + C)2 = cos(log |z| 4 C)

In die DGL eingesetzt ergibt dies

1
= cos (log |z| + C) .

x cos (log |z| + C) - .

2. Separierbare Differentialgleichungen
Losen Sie folgende separierbaren Differentialgleichungen

(a)j—i—x‘?’:Omity(O):E) (d)%—$3—$4=0mity(0):0
(b) Z—Z —cos(z) = 0 mit y(0) =1 (e) Cos(y)% —x=0mit y(0) =0
(c) y% —x =0 mit y(0) =2 (f) eyg—g — 2x =0 mit y(0) = log(Q)

"'Wir verwenden ausschliesslich den Logarithmus zur Basis e, den wir als log schreiben.
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LGésung

(a)

()

Auflésen, d.h. alle y, dy links, alle x, dx rechts:
Z—gyc =23 dz
dy = 23 dx. Jetzt wird auf beiden Seiten das Integralzeichen geschrieben und

integriert
/ dy = / 3 dx

1
y = Zx4—|—C’.

In der Integrationskonstanten C' werden die Integrationskonstanten von beiden
Seiten zusammengefasst. Damit ist die DGL gelost. Jetzt setzen wir noch die
Anfangsbedingungen ein, um die Integrationskonstante zu bestimmen

1
y(0)=104+oz5;;» C=5

Die Losung lautet also y(z) = fa* +5
mit y(0) = 1 Auflésen, d.h. alle y, dy links, alle x, dz rechts:

d
2 =cos(z) |- dv

dy = cos(x) dx. Jetzt wird auf beiden Seiten das Integralzeichen geschrieben

und integriert
/dy = /COS(ZE) dx

y = sin(z)+C'.

Anstatt auf beiden Seiten je eine Integrationskonstante zu schreiben, fassen
wir die beiden zusammen C; 4+ Cs = C'. Das ist nun die allgemeine Losung der
DGL. Um die spezielle Losung der DGL zu finden, setzen wir die Anfangsbe-
dingungen ein

y(0) =sin(0)+C=1;= C=1
Die Losung lautet also y(z) = sin(z) + 1

Das Vorgehen ist wie oben, die wichtigen Zwischenresultate sind

ydy = xdr
/ydy = /xdx

L, 1,

Q¥ = 37 +C

y(x) = £Va?+D

<

(
(0) = =V02+D=2 = D=4
() = £Va2+4

Achtung, die beim Ziehen der Wurzel muss meistens rechts £ eingefiihrt wer-

den. Ausserdem diirfen die Wurzeln der Summanden nicht separat gezogen
werden. Um dies zu verstehen, gibt es zwei Wege:

<
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i. vV1+9 = /10 = 3.17. Wiirden wir die Wiirzel separat ziehen wiirden
wir v1+ v9 = 1+ 3 = 4 erhalten. Indem die Wurzeln separat gezogen
werden, wird das Resultat verdndert.

ii. Die Graphen von g(z) = v22 +4 und f(r) = Va2 + V4 = |z + 2 be-
schreiben verschiedene Kurven. Die erste gleicht einem Kelch, die zweite
besteht aus zwei Geraden, die sich bei x = 0 schneiden.

Visualisierung mit Matlab:

g=(x) sqrt(x"2+4) ; {=0(x) sqrt(x"2)+2
fplot (g,[—2,2]) ; hold on
fplot (f,[—2,2]) ; hold off

/dy = /x3+x4da:

1 1
y = —at+-2"+C

4 5
1 1

y(0) = Z04+505+C=0;»C:O
1 1

y(r) = Zx‘l—l—gxg‘

(f)
/ey dy = /Qxdx
e = 2*+C
y = log (932 + C)
y(0) = log (0°+C) =log(2) = C =2
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