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1. Trennbare und lineare DGLs
Lösen Sie die nachfolgenden gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
(Anfangswertprobleme).
Bestimmen Sie danach die allgemeinen und die partikulären Lösungen.

Lösung

(a)

x′ + tx = e−
t2

2 , x(0) = 1

Lineare DGL mit p(t) = t und q(t) = e−
t2

2 .
Homogene DGL:

x′ + tx = 0⇒
∫

1

x
dx =

∫
−tdt⇒ log |x| = −t2

2
+ C ⇒ xhom = Ce−

t2

2

Inhomogene DGL (Variation der Konstanten):
Ansatz:

x = C(t)e−
t2

2 ⇒ x′ = C ′(t)e−
t2

2 − tC(t)e−
t2

2

Einsetzen:

C ′(t)e−
t2

2 − tC(t)e−
t2

2 + tC(t)e−
t2

2 = e−
t2

2

⇒ C(t) =

∫
1dt = t + C

⇒ x(t) = (t + C) e−
t2

2 = te−
t2

2 + Ce−
t2

2

Partikuläre Lösung:

x(0) = 1⇒ 1 = 0e−
02

2 + Ce−
02

2 ⇒ C = 1⇒ x = (t + 1) e−
t2

2

(b)
x′x = t, x(0) = 3

Separierbare DGL:
dx

dt
=

t

x
⇒ xdx = tdt

Allgemeine Lösung:

dx

dt
=

t

x
⇒
∫

xdx =

∫
tdt⇒ x2

2
=

t2

2
+ C ⇒ x = ±

√
C + t2

Partikuläre Lösung:

x(0) = 3⇒ 3 =
√
C + 02 ⇒ C = 9⇒ x =

√
9 + t2
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(c)
x′ − sin(t)x = 0, x(0) = 3

Separation:

x′ − sin(t)x = 0⇒
∫

1

x
dx =

∫
sin(t)dt⇒ log |x| = − cos(t) + C

Allgmeine Lösung:
⇒ x = Ce− cos(t)

Anfangsbedingungen:

x = Ce− cos(0) = 3 ⇒ C = 3 · e

Partikuläre Lösung:

x = 3 · e · e− cos(t) = 3 · e1−cos(t) .

(d)
x′ + x = e−t, x(0) = 0

Lineare DGL mit p(t) = 1 und q(t) = e−t (lineare DGL mit konstanten Koef-
fizienten).
Homogene DGL:

x′ + x = 0⇒
∫

1

x
dx =

∫
−1dt⇒ log |x| = −t + C ⇒ xhom = Ce−t

Inhomogene DGL (Variation der Konstanten):
Ansatz:

x = C(t)e−t ⇒ x′ = C ′(t)e−t − C(t)e−t

Einsetzen:
C ′(t)e−t − C(t)e−t + C(t)e−t = e−t

⇒ C(t) =

∫
1dt = t + C

⇒ x(t) = (t + C) e−t = te−t + Ce−t

Partikuläre Lösung:

x(0) = 0⇒ 0 = 0e−0 + Ce−0 ⇒ C = 0⇒ x = te−t
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(e)
x′ + tan(t)x = sin(t), x(0) = 0

Lineare DGL mit p(t) = tan(t) und q(t) = sin(t).
Homogene DGL:

x′ + tan(t)x = 0⇒
∫

1

x
dx =

∫
− tan(t)dt⇒ log |x| = log(cos(t)) + C

⇒ xhom = C cos(t)

Inhomogene DGL (Variation der Konstanten):
Ansatz:

x = C(t) cos(t)⇒ x′ = C ′(t) cos(t)− C(t) sin(t)

Einsetzen:

C ′(t) cos(t)− C(t) sin(t) + tan(t)C(t) cos(t) = sin(t)

⇒ C(t) =

∫
tan(t)dt = − log(cos(t)) + C

⇒ x(t) = (− log(cos(t)) + C) cos(t)

Partikuläre Lösung:

x(0) = 0⇒ 0 = (− log(cos(0)) + C) cos(0)⇒ C = 0⇒ x = − cos(t) log(cos(t))

(f)

x′ =
t2

x2
, x(0) = 1

Separierbare DGL:
dx

dt
=

t2

x2
⇒ x2dx = t2dt

Allgemeine Lösung:

dx

dt
=

t2

x2
⇒
∫

x2dx =

∫
t2dt⇒ x3

3
=

t3

3
+ C ⇒ x =

3
√
C + t3

Partikuläre Lösung:

x(0) = 1⇒ 1 =
3
√
C + 03 ⇒ C = 1⇒ x =

3
√

1 + t3

(g)

x′ − 3x = t2, x(0) = − 2

27

Lineare DGL mit p(t) = −3 und q(t) = t2 (lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten).
Homogene DGL:

x′ − 3x = 0⇒
∫

1

x
dx =

∫
3dt⇒ log |x| = 3t + C ⇒ xhom = Ce3t
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Inhomogene DGL (Variation der Konstanten):
Ansatz:

x = C(t)e3t ⇒ x′ = C ′(t)e3t + 3C(t)e3t

Einsetzen:

C ′(t)e3t + 3C(t)e3t − 3
(
C(t)e3t

)
= t2

⇒ C(t) =

∫
t2e−3tdt = − 1

27

(
2 + 6t + 9t2

)
e−3t + C

⇒ x(t) = − 1

27

(
2 + 6t + 9t2

)
· 1︸︷︷︸
=e−3t·e3t

+Ce3t

Partikuläre Lösung:

x(0) = − 2

27
⇒ − 2

27
=

(
− 1

27

(
2 + 6 · 0 + 9 · 02

)
e−3·0 + C

)
e3·0

⇒ C = 0⇒ x = − 1

27

(
2 + 6t + 9t2

)
(h)

x′ −
√
t =
√
tx2, x(0) = 0

Separierbare DGL:

dx

dt
=
√
t
(
1 + x2

)
⇒ 1

1 + x2
dx =

√
tdt

Allgemeine Lösung:

dx

dt
=
√
t
(
1 + x2

)
⇒
∫

1

1 + x2
dx =

∫ √
tdt⇒ arctan(x) =

2

3

√
t3 + C

⇒ x = tan

(
2

3

√
t3 + C

)
Partikuläre Lösung:

x(0) = 0⇒ 0 = tan

(
2

3

√
03 + C

)
⇒ C = 0⇒ x = tan

(
2

3

√
t3
)

Hinweis: ∫
tan(t)dt = − log(cos(t))
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