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1. Lineare Differentialoperatoren
Welche der folgenden Operatoren sind linear? Bringen Sie dafiir die Operatoren in
Normalform, falls moglich. Welche Auswirkung hat die Linearitdt auf die Form der
Losung?

(2) Pf(x)] = f"(x) + 5 - [(@) () PLf(x)] = (£ +2)f(x)

(b) Plf(@)] = f"(x) - f(x - b
© U@ = () + 2/@) (f) P[f(2)] = tan(z) - f"(z) + f(x)
(d) Plf(@)] = (¢ +2)"f(x) (@) Plf@)] = (f'(x) +2)"
L6ésung

Wir bringen die Operatoren in Normalform:

(a) P[f(x)] ist in Normalform, also ist P linear.

(b) Der Operator P enthélt ein Produkt f” - f’ und kann deshalb nicht in Nor-
malform geschrieben werden. Er ist nicht linear.

()
P o= (') +af(@) (f'()+2f(2))
= fx) - f(@) + (@) f (@) + 2 f (2) [ (2) + 2 f (2) - 2 f ()
Dieser Ausdruck enthélt Produkte der Form f”(z) - f”(x) und f"(x) - xf(z)

und kann deshalb nicht in Normalform geschrieben werden. Er ist nicht linear.

()

= [0+ Yo f@) tare) + 2@

——
=z/-f(z)+z f' ()
= ["(x)+22f (x) + (14 27) - f(z)

Die letzte Zeile enthélt den Operator in Normalform deshalb ist P linear.
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(e)

P = (g—l—Q)f(x)
dd d d

= (E;+;2+2E+2-2)f(x)

= f(z) +4f'(x) +4f(2)

Die letzte Zeile enthélt den Operator in Normalform deshalb ist P linear.

(f) Pf(z)] = tan(x) - f"(z) + f(x). Der Operator lisst sich zwar nicht auf Nor-
malform bringen, trotzdem gilt

Plf) +g(@)] = PL(@)]+Plg()
PlC-g()] = C

Der Operator ist also linear.

(2)
P = (f"(x)+2)°
= f"(x) - f"(x)+2- f"(x)+ f"(x)-2+2-2
= f(z) f"(x) +4- f(x) +4

Der Operator enthélt nicht nur Ausdriicke der Form f”(x)- f”(x) sondern auch
eine Konstante 4. Deshalb ist P nicht linear.

2. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Bestimme die allgemeine Losungen der linearen Differentialgleichungen erster Ord-

nung mit der Losungsformel.

(a) .

(b)

Loy
() (z) —y(z) =1
(c) .
éz T —y(x)
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tan(t) z(t) — sin(t) + 2’ =0
v’ — 3x(t) =t

y(x) | y(x)
3 s

=1.

Sigg, S. 235 — 251 und Skript Kapitel 4 .

LGésung

(a)

(b)

()

Normalform
.2
tr=e2
.2
dh. p(t) = ¢t und ¢(t) = e 2. Wir berechnen P(t) = % und setzen in die
Losungsformel ein:

2 t2 2 2
z(t)=C-e 7 e 2 /e‘?eZdt

Dies vereinfacht sich zu
2

t2 t
z(t)=C-e 7 +e 2t
Normalform
y'(z) — sin(z) y = sin(x)

d.h. p(z) = —sin(z), ¢(x) = sin(z). Wir berechnen P(t) = cos(z) und setzen
in die Losungsformel ein:

y(m) — (O ¢~ 0s(®) +e cos(z) /Sin(m)ecos(x)dx

[ J/
-~

=1

Das Integral lidsst sich mit der Substitution (v = cos(z), —sin(x)dr = du)
16sen

Also ist die Losung
y(qj) =Ce” cos(z) +e cos(z) (_ecos(gc)) —Ce cos(z) 1

Normalform

yt+y=e
d.h. p(z) = 1, ¢(x) = e ®. Wir berechnen P(z) = x und setzen in die
Losungsformel ein:

y(x)=C-e " +e® / e“e "dx

also
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(d) Normalform
2’ + tan(t) z = sin(t)

d.h. p(t) = tan(t), q(t) = sin(t). Wir berechnen P(t) = — log[cos(t)] und setzen
in die Losungsformel ein:

y(w) — (O logleos(t)] + eloglcos(t)] /sin(t) . ¢~ logleos(t)] g3

dies vereinfacht sich zu

1

cos(t) dt

y(x) = C cos(t) + cos(t) /Sin(t) :

(&

-~

=:1

Das Integral kann mit der Substitution (cos(t) = u, —sin(t)dt = du) gelost
werden

1
I=-— / adu = —log(u) = — log [cos(t)]
Die allgemeine Losung ist also
y(x) = C cos(t) — cos(t) log [cos(t)]

(e) Normalform
v — 3z =1

d.h. p(t) = =3, q(t) = t>. Wir berechnen P(t) = —3t und setzen in die
Losungsformel ein:
x(t) =C -3 e / te 3 dt

—_—
=:1

Das Integral lédsst sich mit zweimaligem partiellen Integrieren berechnen

2
I = —¢ —6_3t+—/t-6_3tdt

1
3 3
1 2 1 1
— _t2 . §€—3t + g |:_§€_3t —I'_ g /e—gtdt:|

_ _1t26—3t _ Zpest 2

_ 2 L3t
3 9 27

Die allgemeine Losung ist also

1 2 2 1 2 2
t:C 3t 3t —3t __t2__t__ :C. 3t__t2__t__
z(t) ¢ reve 3" T 9 97 T3 79 o7
(f) Normalform
1
V(@) + Lyfa) =3
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Deshalb ist es eine lineare DGL ersten Grades und wir konnen die Losungsformel
anwenden. Sie lautet fiir die DGL

Y +p(r)y = g(z) = y(z) = e 7 470 / ") q(x) du
wobei P(z) die Stammfunktion von p(z) ist. Hier ist
1
pa)= 1 = P(r) = log(x)
Eingesetzt ergibt

y(x) — Cl . e*log(x) + eflog(m) /elog(a:) .3 dx

Das Integral vereinfacht sich zu
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