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1. Die komplexe Zahlenebene

Stelle die Zahlen als Punkte in der komplexen Zahlenebene dar. Berechne dazu
zuerst die kartesische Darstellung.
Sigg, S. 127-139

® 2 =3+ Ti—14i+2 o 23=(3+T7i) (—14i+2)
oz2:—5—|—10i+%—ig7r e 2y =D5-¢%2-3.¢7'1
Loésung
021:5—7’i .213:].04—2SZ
e 5 =-2+i(10-72) o u=2+iz
22 “ |
£ 4 :
“ Z3
0 20 ﬁe(z) 60 80 100
2. Kartesische Darstellung von komplexen Zahlen
Schreibe die Zahlen z; in der kartesischen Form:
© 2 = 4[008(1) + isin(1)] oz =—1-¢%
° 23 = —8[008(%) + i sin(2F)] o 25 = ¢t

L6ésung

o 2y =4cos(l)+4isin(1) = 2.16121 + i3.36588

]

o zp =5 — Y2 +i2/2+ ¥ =—0.618034 +i1.90211

o 23 =42 — i4y/2 = 5.65685 — i 5.65685
o 2y = —J5 +iJs = —0.707107 +i0.707107
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o 2 =t (—% + z\/%) = 38.6067 — i 38.6067

3. Die komplex-konjugierte Zahle

Berechnen Sie

2
=L (82+6%) =10 =4

(a) z fiir z=5+112 ()
(b) z fiir z = 5% + 4% (g) =
(c) zfiir z=3-¢'2 (h) 2
(d) zfiir 2= —1-¢i'7 (i) 2
(e) (84 1i6) - (8 — i6) ) =
L6sung
(a) z2=5—il2
(b) 2= — itz
(C) 7=23.¢7%2
(d) A
(e) (8+146)-(8—i6) =8 —i-8-6+i-8-6-+62=100
(f) (=3+i4) (=3 —1i4)=3>+42>=25
(g) 2-2="5%+122=169
> s <67 T - 67 7\ 2 T
) 23 = (5 445 (= %) = ()74 (%)
(i) 2-2=(3-¢2)-(3-e72)=3-3-¢G"2 =9
() 2 7= (~1-¢%F) - (-1-e7%F) = (-1)- (~1) = 1

4. Realteil und Imaginarteil

Berechnen Sie

(a) R(z) fir z=5+1i-12 (d) R
(b) (z) fiir 2 =5+1412 (e) R
(c) () fiir z = e7'% f) S
LGésung

() fiir z = ¢33

(2) fiir z = e!*2

(2) fiir 2 = —1- €5+ ¢ >0
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(a)
(b)
()

R(z) = 5, ablesen
I(z) = 12, ablesen

C

2%

1 i T
= 5 (=)
= % (eii%—ei%)

T 1

1
_ . el3+3—|—e*’§+3>

l

1 —iZ 3 iz 3
= 5-(6 3.e”+e3 e)

L3 —iZ iz
= 5.@.(@ 3—|—€3)

1

= 63-COS<g):63 5

NI RN =N

®

() = g (1T -1 ()

i
= l <_€i't'%r . €2t + e*i't-% . th)

21

I T

2 i 2t 9

= e“sin| —~t— ) =—e"sin|t— ) =e
( 4) ( 4)

5. Betrag einer komplexen Zahl

Berechnen Sie den Betrag von z;:

e b
V2
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(a) —3+4 (e) gﬁf
(b) 2- €% (f) 3¢t ¢t >0
(c) ¥ +i% (8) 35, t >0
(d) =17 (h) S t>0
LGésung
(a) |2| =v32+42=5
(b) [2] =12 - 1] =
N2 2
(©) 2] = /()" + ()" = /% - (64) + (36) L - 10 = 2
(d) |z =]-1]=1
—3+4i4| _ |-3+i4| _ 5
(¢) 3?:5; = Brid :=1
(f) [3e"] = [3] - [e"*!]) =3-1=3
(g) 312%.4 = \i‘3+i-4’1| %
i t42 e“+2| et -|e2| o2
(h) id | T el vy
6. Gleichungen
Losen Sie die Gleichungen in C.
(a) (e)
13+4x+2°=0 16=i-z—4
(b) (£)
16 = 4o — 4i —25 = 6z + 2”
(c) (8)
| R 2 — 2 = —a°
1+z+ 1 5= 0
@ (h) .
d — .
=r—4
16 = 2 PR
L6sung:
(a) Komplex konjugierte Nullstellen
T2 = 24+ 3
(b) .
16 + 42 ,
T = =441

4
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(c) Doppelte Nullstelle
T2 = —2

(d) Zwei verschiedene reelle Nullstellen

T12 = +4

e = —201¢

f

(s
(h) Komplex konjugierte Nullstellen x = +5i

(
( omplex konjugierte Nullstellen 1 9 = —3 £ 4¢
Komplex konjugierte Nullstellen z1 5 = —1 £

) x
)
)
)
7. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
Gegeben seien die folgenden Anfangswertprobleme:
y"+5y +6y=0, y(0) =1, y'(0)=0
y" 4+ 10y + 34y =0, y(0) =1, ¥'(0) =0
y" +16y" + 64y =0, y(0) =1, ¥/(0) =0

y"+25y =0, y(0) =1, y'(0) =0

LGsung:

(a) Die Nullstellen ergeben sich aus

B 4+5k+6=0= (k+2)(k+3)=0 = k = -2,k =

Das ist also der Kriechfall.
Die allgemeine Losung ist

y(t) = 016_2t + 026_3t
Um die Anfangsbedingungen einzusetzen berechnen wir
Y (t) = —201e % — 3Che ™™

und setzen ein:

y(O):1:C'1+C'2

y,(0)20:—201—302 = 01:3,02:—

So ergibt sich die partikulidre Losung zu

y(t) = 3e 2 — 2%

-3
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(b)

Die Nullstellen ergeben sich aus
2410k +34=0 = (k+5)7=-9 = ko=—-5+13

Das ist also der Fall der gedampften harmonische Schwingung (Schwingfall).
Die allgemeine Losung ist

y(t) = e (Cy sin(3t) + Cy cos(3t))
Um die Anfangsbedingungen einzusetzen berechnen wir
y'(t) = —be " (C sin(3t) + Cycos(3t)) + e (30 cos(3t) — 3C, sin(3t))

und setzen ein:

y(o)/:OZBCl_BCQ = 01_2,02_1

So ergibt sich die partikuldre Losung zu
5t (O
y(t) =e (5 sin(3t) + Cos(3t))

Die Nullstellen ergeben sich aus
2416k +64=0 = (k+8)7=0 = ky =ky = —8

Das ist also der aperiodische Grenzfall.
Die allgemeine Losung ist

y(t) = 6_8t (Clt + Cg)
Um die Anfangsbedingungen einzusetzen berechnen wir
Y (t) = —8e ¥ (Cit + Cy) + e %0y

und setzen ein:

y(0>,:0201—802 = 01:8702:1

So ergibt sich die partikulére Losung zu
y(t) =e ¥ (8t +1)
Die Nullstellen ergeben sich aus
k2425 =0 = kjp==+ib

Das ist also der Fall der ungeddmpften harmonischen Schwingung (Schwing-
fall).
Die allgemeine Losung lautet

y(t) = Cysin(bt) + Cy cos(5t) .
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Um die Anfangsbedingungen einzusetzen berechnen wir

y'(t) = 5C cos(5t) — 5C, sin(5t)

und setzen ein
y(0) =1=0Cy
y(O)’ =0=5C
= Cl - O, Cg == 1

Die partikulére Losung ist also

y(t) = cos(bt)

8. Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Bestimme die allgemeine und die partikuldre Losungen der linearen Differentialglei-

chungen.
(a) P ]
Y Y —z
-7 _ 327 _18. =
T 3d:r 8-y(z)="Te
mit
y(0) = —1 und ¢'(0) = 2
(b) P ]
Yy Y -5z
SV 4 13 () =9
T + I + 13- y(z) e
mit
7

y(0) = Tund /(0) = —

Sigg, S. 267 - 278 und Skript Kapitel 5 bis und mit Beispiel 5.3.

LGsung

(a) Homogene DGL:
¢y dy
EV 3% 18 yla) =0
d?x dx y(@)

Charakteristisches Polynom:
AN —=31A-18=0
mit den Losungen \; = —3 und A\s = 6. Homogene Losung;:
yn(x) = Cp - e + Oy - €%
Ansatz fiir partiuldre Losung: y,(z) = A - e~ mit den Ableitungen

yp(l‘)/ = =-A.e"
yp<x>// — — A . e*ﬁ
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Einsetzen:

e [A+3A—184] =Te®
Also ist A = —3. Die partikulire Losung ist y,(z) = —3-¢~* und die allgemeine
Losung :

1
y(x) = Cp- e + Oy - e — 3 e "

Um die Anfangsbedingungen zu erfiillen, leiten wir y(z) ab und stellen das
folgende Gleichungssystem auf:

1
y(()) == Ol+02_—:_1

2
1
y(O)/ = = —3C1 + 602 + 5 =2

mit der Losung C = —% und C5 = 0. Die Losung des Anfangswertproblems
ist also 1 1

Yo) = =5 =S
Homogene DGL:

d*y

%+4%+13‘y(33)20
Charakteristisches Polynom:
N 44X +13=0
mit den Losungen A\ = —2 — 3¢ und Ay = —2 + 3¢. Homogene Lésung;:
yn(x) = Cy - e 2" - cos(3x) + Coe " - sin(31)

Ansatz fiir partiuldre Losung: y,(z) = A - e mit den Ableitungen

yp(z) = =—BA.e™
yp(z)' = =25-A-e™
Einsetzen: P p
Yy Yy —bx
— 7 142 113. —
d%—i— dm+ 3-y(x)=e

e 25-A4+4-(—5A)+13- Al =9

Also ist A = 1. Die partikuldre Losung ist y,(z) = 3 - €7 und die allgemeine
Losung :

o

1
y(x) = Cre * - cos(3x) + Cye > - sin(3x) + o e~

Um die Anfangsbedingungen zu erfiillen, leiten wir y(x) ab und stellen das
folgende Gleichungssystem auf:

1
y(0) = Ci+ 5 =1
5 7
/ = = —2 _— = = — —
y(0) Ci + 3C% 5 5
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mit der Losung C = % und Cy = 0. Die Losung des Anfangswertproblems ist
also

1
y(x) = 3 e % . cos(3z) + 3 e "

9. Richtungsfeld Zeichnen Sie die Losung der DGL in das Richtungsfeld ein.

L6sung:
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R R R R R R R R R R R R R AR R RN AR R

N N N N N R R TR

=] ) ) )

E

E]

0
1 X+HEX(1)= exp(11212), X(-1)= 1

t, Vsin()*xx(®)= 1, x(-7)= 1

10

)

t, X=tan(t)*x +sin(t), x(0)= 1

0
t, X=exp(-t)x

x(0)=0

wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww ZIIXNNNRRNIIIIIIIIIIIIIIIoIoIoIIIIIIIIT
wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww SN Y NRSIIIIIIIICIICIIIIICIIIIIIIIIIC
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wwwwwwwwwwwwwwwwwwwwww X0V SCCCCIIICCIIIZZARTIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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rrrrrrrrrrrrrrrrrrrr SN L ZIZIIIIIIIIIIIIIIIATIIIIIIIIIIIIII I
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wwwwwwwwwwwwwwwwwwww Ittt AN
rrrrrrrrrrrrrrrrrr X/ ZZZIIIIIIIIIIIIIITIZZIRTIIIIIIIIIIIIIIIINTT
wwwwwwwwwwwwwwwwwww SN SCCCIIIICIIIICIIIICCIIIARTIIIIIIIIIIIIIIIIINIT
wwwwwwwwwwwwwwwwwww NSttt IIZIIORIZ
NZZ 13
wwwwwwwwwwwwwwwww 3/ ZITIIIIIIIIIIICIIIIIIIIIICRTIIIIIIIIIIIIIINI
IV b
SN ZCCCIICIIIIIIIIIIIIITIICIIIIC a2
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IIII%ZICICIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIT Z/<IIIIIIIIIIICICC
rrrrrrrrrrrrrr SV ZTIIIIIIIIIIIIIIIICIIIITIIIICICIIONIIIIIIIIIIIIIC

0
t,x'=3x/t, x(1)= 1

)
S

10

112+3*X, X(-10);

X
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