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1. Inhomogene lineare DGLs zweiten Grades

Bestimmen Sie die allgemeine und die partikuldre Losung der Differentialgleichun-
gen mit den drei verschiedenen Inhomogenitéiten

Sl(t) =1
so(t) = 3e ¥

s3(t) = 2sin(5t)

(a) DGL 1:
y" + 5y + 6y = s(t) und y(0) = 1, y'(0) =0
(b) DGL 2:
y" +10y" + 34y = s(t) und y(0) =1, ¥/ (0) =0
(c) DGL 3:
y" + 16y + 64y = s(t) und y(0) =1, ¥'(0) =0
(d) DCL 4:
y" + 25y = s(t) und y(0) = 1, y'(0) =0
LGsung:
(a) DGL 1:
® 81<t) =1:
Ansatz:
ya(t) = A
Yalt) =0
Einsetzen:
6A=1=> A=-
= ya(t) =1

allgemeine Losung:
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0=—-2C; — 30,

) )
=0 =2,0y=-2
1 2) 2 3

gesuchte partikuldre Losung:

so(t) = 3e 2 :
Ansatz (einfache Resonanz):

ya(t) = Ate
yu(t) = Ae " — 2Ate™
ya(t) = —4Ae™ + 4Ate™
Einsetzen:
(—4Ae_2t + 4At€_2t) +5 (Ae_% — 2At€_2t) +6 (Ate_%) =3
Ae 2 =372
A=3 = yat) =3te™
allgemeine Losung:
y(t) = Cre " + Cye ™ + 3te™*

Y (t) = —201e7% — 3Che ™" + 3e7% — Gte ™

Anfangswerte einsetzen:

1=0C1+ 0y
0=-2C1-3C,+3 => 01:0702:1

gesuchte partikuldre Losung:
y(t) = e + 3te

s3(t) = 2sin(5t) :
Ansatz:
ya(t) = Asin(5t) + B cos(5t)

y'4(t) = 5A cos(5t) — 5B sin(5t)
Y’y (t) = —25Asin(5t) — 258 cos(5t)
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Einsetzen:
(—19A — 25B) sin(5t) + (—19B + 25A) cos(5t) = 2sin(5t)
19 25
194 + 258 = —2. 254 — 19B — Ao 2 g2
AT A =0 = 193’ 193
19 25
= ya(t) = ———=sin(5t) — — cos(5t)

493 493

allgemeine Losung:

19 25
y(t) = Cre ™ + Cye ™ — ——sin(5t) — — cos(5t)

493 493
Y (t) = =207 — 3Cye ™3 — % cos(bt) + % sin(5t)
Anfangswerte einsetzen:
oo B
0:—201—302—%
97 39
= () = 29’ Cy = T

gesuchte partikuldre Losung:
I o0 39 3

y(t) = 25¢ & + % sin(5t) + 4%53 cos(5t)
(b) DGL 2:
o 51(t)=1:
Ansatz:
ya(t) = A
Ya(t) =0
A(t) =0
FEinsetzen: ]
A =1 = ya(t) = i

allgemeine Losung:

y(t) = e (Cy sin(3t) 4+ Cy cos(3t)) + 31
y'(t) = —5e ™ (Cy sin(3t) + Cycos(3t)) + e (3C, cos(3t) — 3C, sin(3t))

Anfangswerte einsetzen:

1
1:CQ+3—4
0= —-5C; + 3C,

55 33
:>C1—ﬁ702—3—4

gesuchte partikuldre Losung:

95 33
_ -5t -
y(t)=-e (34 sin(3t) + 31 cos(3t)) +

1
34
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o so(t) =3e %

Ansatz:
ya(t) = Ae ™
Yalt) = —24e7
ya(t) = 4Ae™™
Einsetzen:

(4Ae™") +10 (—2Ae™") + 34 (Ae™™) = 3™

18472 =372 = A= é

1
= yA<t) = 66’_%

allgemeine Losung:
1
y(t) = e~ (Cy sin(3t) 4+ Co cos(3t)) + 66—275

Y (t) = —5e " (C} sin(3t) + Cy cos(3t))
467 (30 cos(3t) — 30y sin(3t)) — ée%

Anfangswerte einsetzen:

1
1:CQ+6

1
O:_5CQ+301_§
3 5)
Ch=2,Cy=2>
= (1 532 = ¢

gesuchte partikuldre Losung:
3 5 1
y(t) = e ™ <§ sin(3t) + 5 cos(3t)) + 66—21&

o s3(t) = 2sin(5t) :

Ansatz:
ya(t) = Asin(5t) + B cos(5t)
ya(t) = A cos(5t) — 5B sin(5t)
Y’y (t) = —25Asin(5t) — 258 cos(5t)
Einsetzen:
(9A — 50B) sin(5t) + (50A + 9B) cos(5t) = 2 sin(5t)

18 100

A—50B=2,50A+9B = A=—— B=——+—

9 20 ;004 +9 0 = IR P31

18 100
= ya(t) = 5e81 sin(5t) — 5281 cos(5t)
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allgemeine Losung:

8 .
5ER] sin(5t) —

y'(t) = —5e " (Cy sin(3t) + Cycos(3t)) + e (3C cos(3t) — 3C, sin(3t))

y(t) = e (Cy sin(3t) + Cy cos(3t)) +

+ 90 cos(5t) + oU0
2581 ° 2581

Anfangswerte einsetzen:

cos(5t)

100
1=Ch———
2581
90
0= -=5C 3C —
200 o5kt
13315 2681
= O = s T o
gesuchte partikuldre Losung:
13315 2681 8 100
t) = i t t 1 t) — t
y(t) 13 sin(3t) + 5281 cos(3t) + 5E81 sin(5t) 5E81 cos(5t)
(c) DGL 3:
® 81<t) =1:
Ansatz:
yat) = A
ya(t) =0
ya(t) =0
Einsetzen:
BIA=1 = A= — = ya(t) = —
- “ea YTy

allgemeine Losung:

1
y(t) =8 (Clt + 02) + 6_4

y/(t) = —86_8t (Clt + CQ) + 6_8t01

Anfangswerte einsetzen:

1
1= Ch+ —
02+64
0=-8Cy+
63 63
:>Cl_§’02_6_4

gesuchte partikuldre Losung:

63 63\ 1
t) = —8t ¢ i -
ylt) = e ( g' 64) T 6
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o so(t) =3e %

Ansatz:
ya(t) = Ae ™
yalt) = =247
Ya(t) = 4Ae”™
Einsetzen:

(4Ae™") +16 (—2Ae™™") + 64 (Ae™™) = 3™

36Ae % = 372

1 1
A=— = ys(t) = —e
= valt) =3¢

allgemeine Losung:

1
y(t) = e (Cit+ Co) + —e ™™

—e
12
1
Y (t) = —8e ¥ (Cit + Cy) + e %0y — 66’%
Anfangswerte einsetzen:
1
1=0Cy+ —
AT
1
0 - —802 + Cl - 6
15 11
=0 =—0,=—
1 2 ) 2 12
gesuchte partikuldre Losung:
15 11 1
t) = —8t ¢ - 2
ylt) = e (2 +12)+126

e s3(t) = 2sin(5t) : Ansatz:

ya(t) = Asin(5t) + B cos(5t)

Y4 (t) = A cos(5t) — 5B sin(5t)
Y4 (t) = —25Asin(5t) — 25B cos(5t)

Einsetzen:

(394 — 80B) sin(5t) + (80A + 39B) cos(5t) = 2sin(5t)

78 160

A —80B =2,80A B = A=— B=——-—

39 80 ,80A + 39 0 = 091’ 991

s 160
= ya(t) = =091 sin(5t) — 991 cos(5t)
allgemeine Losung:
8 160
y(t) = e ¥ (C1t + Cy) + sin(5t) — cos(5t)

7921 7921
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390 800
/ Q8 —8t
y'(t) = —8e " (Cit + C) + e = Cy + =931 cos(Ht) + =031 cos(5t)
Anfangswerte einsetzen:
160
1=C) — ——
“2~ 7931
390
0=-8Cy+C;+ =091
722 8081
= ()= — = —
PTR9 T 7921
gesuchte partikuldre Losung:
722 8081 78 160
t)y=e ¥ =t in(5t) — 5t
ylt) = e < g T 7921) * g7 S = 7557 cos(3Y)
(d) DGL 4:
® 81<t) =1:
Ansatz:
yat) = A
Ya(t) =0
ya(t) =0
FEinsetzen: !
5 = o = ya(t) o

allgemeine Losung:

1
y(t) = Cisin(5t) + C cos(5t) + 5

y'(t) = 5C cos(5t) — 5Ch sin(5t)

Anfangswerte einsetzen:

1
1= —
Cy + %
24
0=5C;, = C,=0,0y = —
1 1 )y V2 25
gesuchte partikuldre Losung:
24 1
1) == )+ —
y(t) 5 cos(Ht) + 5%
o so(t) =3e %
Ansatz:
ya(t) = Ae™
Yalt) = =247
Ya(t) = 4Ae™
Finsetzen:

(4A6_2t) + 25 (Ae_2t) =3¢ %
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2042 = 372
3 3
A== t) = — —2t
= A=g95 = valt) = 55¢

allgemeine Losung:

y(t) = Cysin(bt) + Cy cos(bt) + 3 —2t

e
29
/ : 6 —2t
y'(t) = 5C4 cos(5t) — 5Cy sin(bt) — 25°
Anfangswerte einsetzen:
3
1= —
Cy+ 59
6
0=>5C — —
b9
6 26

gesuchte partikuldre Losung:

6 26 3
y(t) = T sin(5t) + 59 cos(5t) + 59°¢

e s3(t) = 2sin(5t) : Ansatz (einfache Resonanz):

ya(t) =t (Asin(5t) + B cos(5t))

ya(t) = (Asin(5t) + Bcos(5t)) + t (5A cos(5t) — 5B sin(5t))
Y4 (t) = (10A cos(5t) — 10Bsin(5t)) + t (—25A sin(5t) — 25B cos(5t))

Einsetzen:

—10Bsin(5t) + 10A cos(5t) = 2sin(5t)
1
—10B=2,10A=0 = A:Q,B:_5
1
= yalt) = —gt cos(5t)
allgemeine Losung:

1
y(t) = Cysin(bt) + Cy cos(5t) — gt cos(5t)

1
y'(t) = 5C} cos(5t) — 5Cy sin(5t) — 5 cos(5t) + tsin(bt)

Anfangswerte einsetzen:

1=0Cy
1
02501—5
= C _ L Cy=1
1_257 2 —

gesuchte partikuldre Losung:

1 1
y(t) = T sin(5t) + cos(bt) — gtcos(5t)
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