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Fachhochschule Nordwestschweiz .
n w Hochschule fiir Technik Biiro: 5.1C19
Differentialgleichungen

Test 3, Musterlésung

Name: Klasse: 2Ua Datum: 1. Juni 2016

1. Differentialgleichung mit Resonanz (10 Pkte)
Berechnen Sie schriftlich die allgemeine Losung x(t) der Differenzialgleichung [10 Punk-
te]

2"(t) — dx(t) = e .

L6sung:

Zuerst berechnen wir die Losung des homogenen Problems.

Charakteristisches Polynom: A2 — 4 = 0 mit den Nullstellen A\; = —2 und Xy = 2.
Die homogene Losung ist also

Sl]h(t) = 01672.1‘/ + 0262't .

Der Ansatz fiir die partikulére Losung ziehen wir zuerst z,,(t) = Ae™% in Erwigung.
Die Exponentialfunktion e~2 ist aber in der homogenen Losung enthalten, deshalb
ist der korrekte Ansatz x,(t) =t - Ae=?'. Die Ableitungen sind

Ae 2 — 2Ae™?¢
= Ae (1 - 2t)

,(t)'

und

p(t) = Ae[-2+ (1—2t) - (—2)]
= Ae (4t —4)

Einsetzen ergibt
Ae ™ [(4t —4) —4t] = e,

was sich vereinfacht zu
Ae ™ [—4] =

Der Faktor e~ kommt auf beiden Seiten vor und hat keine Nullstellen. Deshalb
teilen wir die Gleichung durch e2?! und erhalten A = —%. Die allgemeine Losung
1st somit

1
2(t) = wn(t) + p(t) = Cre 2! 4 Core®t — Zt Lo 2t
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2. Numerische Modellierung (10 Pkte)
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In dieser Aufgabe betrachten wir einen Ball, der in die Luft geworfen wird. Seine
Masse ist m = 0.1 kg, sein Querschnitt A = 0.04 m?.

Um die Gegebenheit prézise zu beschreiben: Der Ball bewegt sich im Schwerefeld
der Erde g = 9.81 17 und spiirt ausser der Gravitationskraft nur den Luftwiderstand.
Weitere Konstanten

e Luftdichte pr.=1.2041 kg/m3

e Stromungswiderstand-Koeffizient einer Kugel ¢y = 0.5

(a) Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf fiir die Zeitspanne, in der der Ball nach
oben fliegt.

(b) Erstellen Sie ein lauffdhiges Simulink-Modell und berechnen Sie die maximale
Hohe 2,y des Balls. (Hohe beim Abwurf 2(0) = 0 m, Geschwindigkeit beim
Abwurf £(0)=10 m/s).

(c) Vergleichen Sie @yay mit der Hohe, die erreicht wiirde ohne Luftwiderstand.

L6sung:
Matlab Modell (ball_wurf.mdl)
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. Integrator Integrator1
Gain

v(0)=10 x(0)=0 Scope
%Hmass > 1; > 1g —|_>

Fcn

Scope1

-mass*gg-la*u”2 ¢

(a)

m-i=-m-g—\- (i)
mit)\:%cw-A-pl.

(b) Mit dem obigen Modell berechnen wir die Flugzeit aus v(¢) = 0 zu t = 0.77 s.
Da ist der Ball auf einer Héhe von x(0.77) = 3.33 m. Auslesen der Geschwin-
digkeit, der Zeit und der Hohe aus den “Scope” sollte auf eine Genauigkeit
von 2 Stellen moglich sein.

(c) Wir setzen im obigen Modell la=0 und berechnen die Flugzeit aus v(t) = 0 zu
1.02 s. Da ist der Ball auf einer Hohe von z(1.02) = 5.09 m.

mass=0.1; %Masse in kg

gg=9.81; % Erdbeschleunigung in m/s"2
rhol=1.2041; % luftdichte in kg/m~3

Aa=0.04 ;% Flache Ball in m~2

cw=0.5 ;% Stromungswiderstand-Koeffizient Kugel
la=1/2*cw*xAa *rhol; % Flache Ball in m~2
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3. Numerische Modellierung (10 Pkte)

Gegeben sei das folgende Simulink-Modell:

x'(0)=-4 x(0)=1/4
X" X' X
1 1
> . > >
Add Integrator2 Integrator Scope

-+

< 2 Gain 1
< ;; Clock
- G,

(a) Bestimmen Sie die Differentialgleichung zum obigen Modell.

(b) Bestimmen Sie die Losung zum Zeitpunkt ¢t = 1 numerisch (Simulink).

(c) Bestimmen Sie schriftlich die Losung der Differentialgleichung (analytische
Losung).

(d) Losen Sie das Anfangswertproblem (d.h. eliminieren Sie die Integrationskon-
stanten mit Hilfe der Anfangswerte)

(e) Vergleichen Sie die numerische Losung mit der Analytischen Losung zum Zeit-
punkt ¢ = 1.

LGsung:

(a) Die DGL lautet

2 = —2 22—t

mit den Randbedingungen z(0) = 1 und 2/(0) = —4.
(b) Numerischer Wert
2(t = 1) =~ —3.12442

(c) Homogene, lineare DGL 2-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
e Homogene DGL:

2+ -2 = 0
MNAA4+2=0 = A\ :=-2X =1

zp(t) = Cy e 2t Cyelt
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e Fiir die partikulére Losung machen wir den Ansatz z,(t) = A+ B -t und
erhalten die Ableitungen

zp(t) = B
z,(t) =0
Einsetzen ergibt
0+B—-2A+Bt) = —t
B—-2A-2Bt = —t

und der Koeffizientenvergleich ist

t0:|B-24= 0 =A=2%

tt:| —2B= -1 =B=1
= A=:
Die allgemeine Losung ist also
—2 e, b1
$<t>:C1€ +Csye +(Z+§t).
(d) Wir setzen die Anfangsbedingugnen ein
2(t=0) = Ci+C+i2l =0 =-0
P(t=0) = =20, +Ch+Li=—4 =20,+02=-12
Die zweie Gleichung ergibt Cy = —% und also C = % Die Losung ist also
3 3 1 1
o= D2t 2t D Ty
z(t) 5 ¢ 5e + (4 +3 )
(e) Zum Zeitpunkt t = 1 erhalten wir analytisch
3 3 3
t=1)=-e?— —e+ -~ —3.12442
x( ) 5¢ 5¢ + 1

d.h. der Unterschied zur numerischen Losung ist vernachléssigbar.
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4. (a) Erstellen Sie fiir das folgende System von Differenzialgleichungen ein lauffdhiges
Simulink-Modell, speichern Sie es unter “zen4nachname_vorname.mdl” ab und
laden Sie es vor Ende der Priifung auf den USB—StiCkE

mi+d-&+kx = cos(wt)
mit den Parametern m = 1 kg, d=0.1 Ns/m k=10N-m™ w =1s"" und
den Anfangsbedingungen x(0) = 0.1 m und #(0) = 0. [6 Punkte]

(b) Erstellen Sie eine Tabelle das Maximum der Amplitude zwischen t=40 und
t=50 angibt fiir die Anregungsfrequenzen w = 1, w = 2, w = 3, w = 4 und

w=75. [2 Punkt]

(c) Erkldren Sie die Tabelle in der vorherigen Teilaufgabe mit Hilfe der analyti-

schen Losung der Differentialgleichung. [2 Punkt]
LGsung:

Matlab Modell (resonanz.mdl)

Integrator2 Integrator5

To Workspace1 X

o
<%
A
simout v 15
1| - o<

Clock 5

Fen1 el

L Aa*cos(w*u(3))-cc*u(2)-dd*u(1) 1

1 15 2 25 3 3

w [Hz]

a4 4.5

max(z) [m]
0.1108
0.1747
0.9680
0.1988
0.0855

(c) Homogene Losung:

(b)

U‘!»JkOJl\D}—l'E'
N

mi+d-z+kx = 0

22 “+>\ie”+£e” =0
m m
“(A2+Ai+ﬁ> = 0
m m

Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

—d+Vd?*—4km

2m

A2 = = —0.05£13.16188

Homogene Losung:

2p(t) = Cre 0% cos(3.16 1) + Cy e 9% sin(3.16 1)

'Wenn Sie ein Matlabskript benutzen, speichern Sie auch das auf dem USB-Stick unter
“zendnachname_vorname_run.m”

Seite 6 / 9



Differentialgleichungen Test 3, Musterlosung 1. Juni 2016

Bei w = 3.16 Hz liegt die Resonanz des Oszillators. Wird mit einer Frequenz
nahe der Resonanzfrequenz angeregt, ist die Auslenkung im eingeschwungenen
Zustand gross. Siehe auch Graphik und Papula Band 2, IV 4.1 (Gewohnliche
Differentialgleichungen, Anwendungen in der Schwingungslehre, besonders 4.1.4
Erzwungene Schwingung)

ic(1)=0.1; % Anfangsbedingung

Aa=1 ; w=1 ; cc=0.1 ; dd=10;
sim(’resonanz’) % Simulation laufen lassen
sig=simout.signals.values; % Signale in Variable speichern
sig=sig(sig(:,3)>40,: ); % nur die auswdhlen, die zwischen 40 und 50 s liegen
max (abs(sig(:,1))) % Maximum berechnen
w=2 ;sim(’resonanz’)

sig=simout.signals.values;
sig=sig(sig(:,3)>40,: );
max (abs (sig(:,1)))

w=3 ;8im(’resonanz’)
sig=simout.signals.values;
sig=sig(sig(:,3)>40,: );
max (abs (sig(:,1)))
w=4 ; sim(’resonanz’)
sig=simout.signals.values;
sig=sig(sig(:,3)>40,: );
max (abs(sig(:,1)))
w=5 ; sim(’resonanz’)
sig=simout.signals.values;
sig=sig(sig(:,3)>40,: );
max (abs(sig(:,1)))

%% Erzeugen von Graphik
% Gleiches Verfahren wie oben,
% aber effizienter programmiert
wmin=0;wmax=5;
nstep=15;
dw=(wmax-wmin) /nstep
hamp=1:1:nstep; amp=[lhamp ; hamp]’;
size(amp)
for inx=1:1:nstep
w=wmin+inx*dw;
sim(’resonanz’)
sig=simout.signals.values;
sig=sig(sig(:,3)>40,: );
amp (inx, 1) =w;
amp (inx,2)=max(abs(sig(:,1)));
end
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plot(amp(:,1),amp(:,2))
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5. Gegeben sei das folgende Simulink-Modell:

x" x'(0)=0 x  X0)=5
> L Ll
Integrator2 Integrator? Scope
Fcn2
Su(tyaru2) <y
(a) Bestimmen Sie die Differentialgleichung zum obigen Modell. [4 Punkte]
(b) Bestimmen Sie schriftlich die Losung der Differentialgleichung (analytische
Losung). [2 Punkte]
(c) Losen Sie das Anfangswertproblem (d.h. eliminieren Sie die Integrationskon-
stanten mit Hilfe der Anfangswerte) [2 Punkt]
(d) Bestimmen Sie die Losung zum Zeitpunkt ¢ = 1 numerisch (Simulink) und
analytisch (exakte Losung). [2 Punkte]
LGésung

(a) Die DGL lautet

' = bi'+4x
mit den Randbedingungen z(0) = 5 und z’(0) = 0.

(b) Homogene, lineare DGL 2-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten!

e Homogene DGL:
1
250’4z =0 = N=5A=4=0 = A =3 (5 _ m) ~ —0.701 Ay =

l’h(t) = Cl 6)\1t -+ 02 6)\2t
o Aus z)(t) = N\ Cret + Ny Cye® folgt

2(0)=5 = 5=0C+C
ZE,(O):O = 0:/\101+/\202

Also
5y 5
S ~ 2 (11 \/41> ~ 4.4521
) e = & ( 45 5217
5 5 925
Cy, = 5+ 2 T %0~ 0.547828

Al — Ay T2 2\/H
und die Losung der DGL heisst

w(t) = 4.45217eM " + 0.547828e™ " .
(c) (1) = 4.45217¢7 070 4 0.547828e5 ™! ~ 166.191
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