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1. Diskretisierung 9FP7I11

Diskretisieren Sie die Funktionen fiir die angegebenen Stellen. Uberpriifen Sie, ob
die diskretisierten Funktionen linear abhéngig sind.

(a) Funktionen fi(z) = (¢ —2) - (z = 3), falx) = (z = 1) (x = 3), fa(z) =
(x —1) - (x — 2). Stellen: z; = {1,2,3}
(b) Funktionen fi(x) =x +1, fo(z) =z, f3(x )—a:—l Stellen: x; = {—1,0,1}

(c¢) Funktionen fi(z) =1, fo(x) =z, f3(x) = a*. Stellen: x; = {1,2 3}
(d) Funktionen fi(z) =1, fo(x) =z, f3(x) = z*. Stellen: z; = {—3,—-2,—1,0}
L6sung:

(a) Diskretisierung

fi(z) | fo(x) | f3(2)
Ty 2 0 0
To 0 -1 0
T3 0 0 2

Die lineare Abhéngigkeit stellt man mit der Gauss-Elimination fest. Hier aber
gibt es nichts zu eliminieren. Die Spalten sind linear unabhingig.

(b) Diskretisierung

(@) | folz) | f3(z)
T 0 -1 -2
T2 1 0 -1
T3 2 1 0

Die lineare Abhéngigkeit stellt man mit der Gauss-Elimination fest, oder mit

der Determinanten. Hier ist det(A) = 0, also sind die Funktionen linear
Abhéngig.
(c) Diskretisierung
filz) | folx) | fs(x)
1 1 1 1
To 1 2 4
T3 1 3 9

Die lineare Abhéngigkeit stellt man mit der Gauss-Elimination fest, oder der
Determinanten. Hier ist det(A) = 2, also sind die Funktionen linear un-
abhéngig.



Lineare Algebra Serie 8, Musterlosung 18. Februar 2018

(d) Diskretisierung

fi(z) | fol@) | f3(2)
T 1 -3 9
) 1 -2 4
| -1 1
Ty 1 0 0

Wir betrachten die diskretisierten Funktionen als Vektoren. Wir haben mehr
Vektoren als Eintrdge in den Vektoren. Also sind sind die Vektoren linear
abhéingig.

2. Orthogonal-Basis W3G7GC
Zeigen Sie, dass die folgende Funktionen bei der Auswertung an den gegebenen
Stellen eine Orthogonalbasis ergeben.

co(x) = 1
ci(x) = cos(m/2-x)
ca(x) = cos(m-x)
si(z) = sin(7/2-x)

Stellen: z; = {0,1,2,3} Losung:

Diskretisierung:
co(x) | ei(z) | ea(x) | s1(2)
T 1 1 1 0
To 1 0 -1 1
e | 1 1 1 0
ze | 1 0 | -1 | -1

Um die Orthogonalitét zu iiberpriifen, berechnen wir alle Skalarprodukte, z.B. durch
AT®A. Alle Skalarprodukte verschwinden, ausser co®co = 4, c1Oc; = 2, co®cy = 4,
$1®s1 = 2. Dies bedeutet, dass die diskretisierten Funktionen aufeinander senkrecht
stehen.

3. Orthogonal-Basen 2 L379YK

Interpolieren Sie die folgenden Datenpunkte mit den angegebenen orthogonalen
Funktionen. Benutzen Sie Skalarprodukte und vermeiden Sie den Gauss-Algorithmus
und die Matrix-Inversion.

(a) Funktionen fi(x) = (z — 8)(x — 7)(z — 6), folz) = (x — 8)(z — 7)(x — 5),
fs(z) = (x = 8)(x — 6)(x — 5), fa(z) = (x —T7)(x —6)(x —5).
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Stellen: z; = {5,6,7,8}
Funktionswerte: y; = {0, 22, —44, —198}

Funktionen fi(z) = (x — 8)(x — 7)(x — 6), fa(x) = (x — 8)(x — 7)(x — b),
fs(@) = (x = 8)(z = 6)(x = 5), fa(z) = (z = 7)(z — 6)(z — 5).

Stellen: z; = {5,6,7,8}

Funktionswerte: y; = {12,0,—6, 18}

Funktionen cy(z) =1, ¢1(z) = cos (%) , ca(x) = cos(mz), s1(x) = sin ().
Stellen: z; = {0, 1,2, 3}
Funktionswerte: y; = {33, —55, 11,11}

T

Funktionen co(z) = 1, ¢1(z) = cos (), co(x) = cos(mz), s1(z) = sin ().
Stellen: z; = {0,1,2, 3}
Funktionswerte: y; = {1, —2,1, —8}

L6sung:

(a)

Wir diskretisieren die Funktionen an den angegebenen Stellen und erhalten

filz) | fo(z) | f3(x) | falz)
1 -6 0 0 0
X 0 2 0 0
x3 0 0 -2 0
x4 0 0 0 6
Wir nennen die Spalten der Matrix ﬁl), ﬁg), .... Auch die Funktionswerte fas-

sen wir zu einem Vektor zusammen y. Da die Spalten auf einander senkrecht
stehen, konnen wir die Koeffizienten durch Projektionen berechnen:

7O fay 0404040

2 62 0

ai

—

fo

Die weiteren Koeflizienten sind
GO fy 04444040
— == >z —
fe)

GO fa 0+0+8840

22
5 2 22
o)

a9 1]_, as

=~ =3

(4) —1188
2 p— pr—

Also heisst die Interpolation

) = 0-(x=8)(z—=T)(z—6) + 11-(x—8)(x—T)(z—5)
+ 22-(x—=8)(x—6)(x—5) — 33-(x—T)(z—6)(
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(b) Losungsweg: Siehe oben

—2-(x—8)(x —T7)(z —6)

B + 0-(z—8)
J@) = 3 a-8)a—6)e—5) + 3-(x-

(¢) Wir diskretisieren die Funktionen an den angegebenen Stellen und erhalten

co(x) | er1(x) | o) | s1(2)
o] 1 1 1 0
T2 1 0 -1 1
zs | 1 1 1 0
Ty 1 0 -1 -1

Wir nennen die Spalten der Matrix ¢y, ¢(1), C(2), 5(1). Auch die Funktionswerte
fassen wir zu einem Vektor zusammen 3. Da die Spalten auf einander senkrecht
stehen, konnen wir die Koeffizienten durch Projektionen berechnen:

_ §©&y  33-55+11+11

ag — - 3 B 0
)| 2
Die weiteren Koeffizienten sind
J © C 330 —11+40 J © C 33+5564+11—-11
o = 220 _ N P AL C Rk — 22
] V2 )| 2
TEOK 0—-554+0—11
b= 220 = 33
|50 V2
Also heisst die Interpolation
f(z)=0-1+11-cos (7;—:]5) + 22 - cos(mz) — 33sin (7;—:]5)
(d) Diskretisierung und Losungweg, siehe oben.
f(x)=—2-1+0-cos (7;—30) + 3 - cos(mz) + 3sin (%)
4. Diskretisierung 489554

Diskretisiere die Funktionen
Lot 2 2,8

fiir die angegebenen Stiitzstellen und untersuche, ob eine Orthogonal-Basis entsteht.
Benutze in Matlab 1 = (¢*)” und anonyme Funktionen, z.B.

ff=Q(t) t."2 % die Funktion heisst ff, die Variable heisst t
ff(2)
% ans= 4

t]0lglslal518
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LGsung:
Wir nummerieren die Funktionen mit den Indizes 0 bis 5 und werten jede Funktion
an den gegebenen Stellen aus. Wir erhalten z.B.

1

1

- 1

fO_ 1

1

_1—

und fiir die weiteren Funktionen

[0 ] [0 ] [0 ] [0 ] [0 ]
0.1667 0.0278 0.0046 0.0008 0.0001

- 0.3333| - |0.1111| - 0.0370| - ]0.0123| - 0.0041
h= 0.5000  fo 0.2500 RE 0.1250  Ja 0.0625 RE 0.0313]
0.6667 0.4444 0.2963 0.1975 0.1317
0.8333 0.6944 | 05787 0.4823 0.4019

Wir ordnen die Vektoren in einer Matrix an

F=|for... fi]
und berechnen iiber das Matrix-Produkt alle Skalarprodukte der Vektoren

[ 6.0 2.5  1.5278 1.0417 0.7554 0.5691]

2.5 1.5278 1.0417 0.7554 0.5691 0.4397
1.5278 1.0417 0.7554 0.5691 0.4397 0.3459
1.0417 0.7554 0.5691 0.4397 0.3459 0.2756
0.7554 0.5691 0.4397 0.3459 0.2756 0.2218
10.5691  0.4397 0.3459 0.2756 0.2218 0.1798

FTOF =

Die Basis-Vektoren sind weder normiert, noch stehen sie senkrecht aufeinander.

5. Interpolation 201267

Néhere das gemessene Signal mit einer Linearkombination der Funktionen
1t 2 2,8

und visualisiere die Interpolation in Matlab.

DO ol—
CLO oI
DO folro
i

LGsung:
Wir suchen also eine Funktion der Form

f(t):ao+a1-t+a2-t2—|—a3-t3+a4-t4+a5-t5

Seite 5/ 9



Lineare Algebra Serie 8, Musterlosung 18. Februar 2018

die durch alle Punkte geht. Um die Koeffizienten zu bestimmen gehen wir wie folgt
vor:

Wir benutzen die Koeffizienten-Matrix aus der vorherigen Aufgabe (Diskretisie-
rung) und schreiben

Qo 0

aq 1

az 2

F © as - 3
ay 2

as 1
Lo __‘_

b

Jeder Zeile gehort zu einer Stiitzstelle, jede Spalte gehort zu einer Basis-Funktion.
Die Losung ergibt sich durch Multiplikation der Inversen F~1 auf beiden Seiten

Qo 0 0

a | 16.2
i 2 123
al =F @3] = 4s6
0 2 756
a5 | 1] [3888)

Der Vergleich der Interpolation mit den gegebenen Punkten zeigt, dass die Inter-
polation durch alle Punkte geht.

35

251

1.5F

osf /

L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

793891

6. Diskretisierung

Diskretisiere die angegebenen Funktionen fiir die angegebenen Stiitzstellen und un-
tersuche, ob eine Orthogonal-Basis entsteht.

o () ) ) )
clof 2325|222
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LGsung:

Wir nummerieren die Funktionen mit den Indizes 0 bis 7 und werten jede Funktion
an den gegebenen Stellen aus. Wir erhalten z.B.

1

o e e e e

~1
—0.750
—0.500
~0.250] |,
0.250
0.500
| 0.750 |

und fiir die weiteren Funktionen

1
0.3164
0.0625
0.0039

0.0039
0.0625

0.3164]

-1
—0.2373
—0.0313

—0.001

0.001
0.0313

| 0.2373 |

1
0.5625
0.250
0.0625 | ,
0.0625
0.250

10.5625 |

!

o
|

1
0.178
0.0156
0.0002
0.0002
0.0156

0178 |

-1
—0.4219
—0.125
—0.0156 |
0.0156

0.125
| 0.4219 |

~1
—0.1335
—0.0078
~0.0001
0.0001
0.0078

| 0.1335

77f7:

Um die Normierung und die Orthogonalitét zu untersuchen, schreiben wir diese
Basisvektoren als Spalten der Koeffizientenmatrix:

-1
—0.75
—0.5
—0.25

0.25
0.5

1
1
1
1
1
1
1
1 0.75

1 -1

0.5625 —0.4219
0.25 —0.125
0.0625 —0.0156
0 0
0.0625 0.0156
0.25 0.125

0.5625 0.4219

Folgendes Produkt enthélt alle Skalarprodukte zwischen den Vektoren

8
-1
2.75
FTOF = -1

—1

—1

1.7656

1.3877

-1
2.75
-1
1.7656
-1
1.3877
-1
1.2081

2.75
-1
1.7656
-1
1.3877
-1
1.2081
-1

1 -1 1 —1.0000 ]
0.3164 —0.2373 0.178 —0.1335
0.0625 —0.0313 0.0156 —0.0078
0.0039 —0.001 0.0002 —0.0001

0 0 0 0 0
0.0039  0.001  0.0002 0.0001
0.0625 0.0313 0.0156 0.0078
0.3164 0.2373  0.178  0.1335 |
-1 17656 —1 13877 —1 ]
1.7656 —1 1.3877 —1 1.2081
-1 1.3877 -1 12081 -1
1.3877 -1 1.2081 —1 1.1146
-1 1.2081 -1 1.1146 —1
1.2081 -1 1.1146 —1 1.0638
-1  1.1146 -1 1.0638 —1
1.1146 -1 1.0638 —1  1.0358

Diese Matrix enthélt auf der Diagonalen die Lénge der Vektoren im Quadrat, und
hétte nur Null neben der Diagonalen falls die Vektoren Senkrecht aufeinander stehen
wiirden. Wir sehen also, dass die Vektoren weder normiert sind, noch senkrecht

aufeinander stehen.

Seite
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7. Interpolation 897688
Néhere das gemessene Signal mit einer Linearkombination der Funktionen
2 3 4 5 6 7
1,2—1, z—1 , E—1 , E—1 , z—1 , E—1 , E—1
5 5 5 5 5 5 5
und visualisiere die Interpolation in Matlab.

t: ‘O‘
f(t):‘()‘

L6sung:
Wir diskretisieren die Basisfunktionen (siehe vorherige Aufgabe) und schreiben die
Basisvektoren als Spalten der Koeffizientenmatrix:

-1 1 1 | 1 1 —1.0000 o 0

1 —0.75 0.5625 —04219 03164 —0.2373 0.178 —0.1335 0 105
1 —05 025 —0.125 00625 —0.0313 0.0156 —0.0078 s 150
1 —0.25 0.0625 —0.0156 0.0039 —0.001 0.0002 —0.0001 as|  |165
1 0 0 0 0 0 0 0| @la|~ |168
1025 00625 00156 00039 0001 0.0002 0.0001 as 165
105 025 0125 00625 00313 0.0156 0.0078 g 150
1 075 05625 04219 03164 02373 0178 01335 | |as|  |105]
. :vF 4 T

Die Losung ergibt sich durch Multiplikation der Inversen F~! auf beiden Seiten

g 0 C 168 T
a 105 0
@ 150 —40
a . l16s 0
al =F @ lies| = |-128
as 165 0
a 150 0
m 105] | 0 |

Durch die Punkte geht also die Funktion

ft) = 168-1+0-(t—1)—40- (:=1)>40- (£t —1)° =128 (L = 1)

H0(E =170 (1) 0 (E 1)

t 2 t 4
f(t):168-1—40-(g—1) —128-(5—1)

Der Vergleich der Interpolation mit den gegebenen Punkten zeigt, dass die Inter-
polation durch alle Punkte geht.

oder einfacher
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