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1. Boltzmann-Verteilung ILBNV6
Es sei die Funktion

fla)y=A-e”

gegeben, wobei [ einen positiven Parameter bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie den Parameter A so, dass f auf dem Intervall I = [0, co] eine
Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F'(X < x) zu f und veranschaulichen
Sie sich diese Funktionen in einem Graphen.

(c¢) Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariable, die geméss f(x) verteilt
ist.

(d) Berechnen Sie die Varianz der Zufallsvariable, die geméss f(x) verteilt ist.
(¢) Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten (5 = 15):

P(X <5), P(5<X <10), P(X > 10),

LGsung:

(a) Eine Wahrscheinlichkeitsdichte muss normiert sein. Hier ist

_ [ [T A= g [0 A
k/o f(x)dx/o A-e"Pde = A [_BL 3

Es muss deshalb gelten k =1 = % also A= 3, d.h. f(z)=p-e P

(b) Um die Verteilungsfunktion zu berechnen, integrieren wir

F(X<z)= /x f(t)dt = /zﬁ e Pdt = FHT =1—e"
0 0 _ﬁ 0
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(c¢) Erwartungswert

u=/Oooff«"-ﬂx)dx=ﬂ-/ooo““ﬂdf= [—%]?ﬂ/@
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(d) Varianz

o] 00 —bx (1,2,.2 2) ) ~
o4 = / xz'f(:v)d:v=5'/0 R e

Also 0% =2/8% —1/8% =1/p2
(e)

P(X <5) = F(5)— F(0) = 0.393469
P(5< X <10) = F(10) — F(5) = 0.632121 — 0.393469 = 0.238651
P(X >10) = F(oc0)— F(10) =1 — 0.632121 = 0.367879

Bemerkung: Diese Wahrscheinlichkeits-Verteilung hat verschiedenen Anwendungen
in der Physik. Sind die Energie-Zusténde ¢ eines Systems kontinuierlich, dann ist
die Besetzungswahrscheinlichkeit bei der Temperatur 7'

p(eaﬁ) = 5 ' 676.6
wobei wir 3 = kBLT setzen und kg die Boltzmann-Konstante ist.

2. Quadratische Wahrscheinlichkeitsdichte 497914
Es sei die Funktion

a-(1—2%) wenn —1<z<1
f<x>={ (1=
0 sonst

gegeben, wobei a einen positiven Parameter bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie den Parameter a so, dass f auf dem Intervall [ = [—1, 1] eine
Wabhrscheinlichkeitsdichte ist.

(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F' zu f und veranschaulichen Sie diese
in einem Graphen.

(¢) Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten fiir eine stetige Zufallsgrosse,
die geméss der obigen Funktion f(x) verteilt ist und interpretieren Sie die
Resultate geometrisch.

3 1 3
P _1§X§_ 7P XS_ 7P _SX )
4 2 4
LGsung:

(a) Eine Wahrscheinlichkeitsdichte muss normiert sein. Hier ist

o ! 231" 4-a
k:/_oof(x)dx:/_la-(1—1:2)dx:a{x—g}_lzT

Es muss gelten £ =1 = %“ also a = 3.

W~
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(b) Um die Verteilungsfunktion zu berechnen, machen wir eine Fallunterscheidung:

r<-—1: F(z) = foof(t )dt = [* Odt_O

—1<x<1: F(x) = ["ftydt=2-["(1—t})dt =2 [t—3]"]
- ) 4+34f+§

r>1: F(z) = o ft)dt+0=1

Das konnen wir in einer abschnittweise definierten Funktion zusammenfassen:

0 wenn xr < —1
Fla)={ -2 +32 41 wenn —1<2<1
1 sonst
07f ' ' N Lo ' ' ]
0.6 ] o8l /
0.5} ]
2 04f ] = %6} ]
T oat ] = 04t ]
0.2} ]
ol ] 0.2}
0.0k ‘ ‘ ] 0.0k ‘
0 05 00 05 10 -0 =05 00 05 10
(c)
24 24
P —1§X§§ = F(§)— (—1) > 0 >
4 4 256 256
1 1 27 27
PlX<-| = F(=)-F(— — —
( = 2) (3) -~ Flo0) = 53 32

3. Lineare Wahrscheinlichkeitsdichte, Erwartungswert und Varianz 096320
Es sei die Funktion

2-x wenn 0<zx <1
-}
0 sonst

gegeben. Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz.

L6sung:
Erwartungswert:

Seite 3 / 6



WST

4,

Serie 7, Musterlosung FS 19
Varianz:
o’ = / 2? f(x)dx — i
1 92 2 411 92 2
:2/x2xdx—— :2-$———
0 3 4 |, 3
2 4 1
4 9 18
Wabhrscheinlichkeitsdichte, Erwartungswert und Varianz 408316

Es sei die Funktion

f@)_{%(l—ﬁ)w wenn —1<z<1

0 sonst

gegeben. Uberpriifen Sie, ob es sich um eine Wahrscheinlichkeitsdichte handelt.
Berechnen Sie dann den Erwartungswert und die Varianz.

L6sung:

Wahrscheinlichkeitsdichte:
| i

(1 —2%) -2 dx

— =
A~ w

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass das Integral einer ungeraden Funktion
iiber ein symmetrisches Intervall [—a, a] verschwindet. Es handelt sich also nicht

um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Dies zeigt sich auch in den problematischen

Werten fiir die Varianz (o = 52) und Erwartungswert p = 1.

. Quadratische Wahrscheinlichkeitsdichte, Erwartungswert und Varianz 444797

Es sei die Funktion

f(x):{%(l—ﬁ) wenn — 1<z <1
0 sonst

gegeben. Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz.

L6sung:
Erwartungswert:

= [ e
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Varianz:
a— / 22 f(x)dw —
—§/9c (1 —a?) w—§ x_3_x_51
4 43 5],
1
5
6. Lineare Wahrscheinlichkeitsdichte 060978

Es sei die Funktion

fz) =

{a:z: wenn 0 <z <1

0 sonst

gegeben, wobei a einen positiven Parameter bezeichnet.

(a) Bestimmen Sie den Parameter a so, dass f auf dem Intervall I = [0, 1] eine
Wabhrscheinlichkeitsdichte ist.

(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F' zu f und veranschaulichen Sie sich
diese Funktionen in einem Graphen.

(¢) Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten fiir eine stetige Zufallsgrosse,
die geméss der obigen Funktion f(x) verteilt ist und interpretieren Sie die
Resultate geometrisch.

1 3 1 3
Pl-<X<-|),P(X<z),Pl-<X),
3 4 2 4
L6sung:

(a) Eine Wahrscheinlichkeitsdichte muss normiert sein. Hier ist

> ! 1,] 1
k= f(x)dx:/ a-xdmza[—xﬂ =a- =
. 0 2", T2

Es muss gelten £ =1 :a-% also a = 2.

(b) Um die Verteilungsfunktion zu berechnen, machen wir eine Fallunterscheidung:

r<0: F(x) = ffoo f)dt = [*._0dt =0
0<z<1l: F(z) = Jo S fg”Qtdt—z[l 2], = a?
x>1: F(zx) = fo dt—i—fl (t)dt =1+ [ f(t)dt=1+0=1

Das konnen wir in einer abschnittweise definierten Funktion zusammenfassen:

0 wennax<0
Flx)=<{2* wenn 0< 2 <1

1 sonst
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(c)
Pllax<3) = pS - rdy=o/16-1/9 = 65/144
377 74) 4 37 B
1 !
P(X<3) = F(G)~Fl-o0)=1/4-0=1/4
3 3
P(2<X) = Floo) = F(}) =1-9/16=T7/16
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